Capitulo 6

Equivaléncia entre holomorfia,
analiticidade e teorema de Cauchy

6.1. Introducéao

O resultado central deste capitulo € a equivaléncia entre holomorfia, analiticidade e
validade do Teorema de Cauchy. Trata-se da importante unificacdo dos conceitos
estabelecidos separadamente nos trés Gltimos capitulos, com base em derivadas, séries de
poténcias e integrais, respectivamente. E uma ilustracdo muito elegante e Gtil das
particularidades das fun¢es complexas.

A possibilidade de representacdo de funcBes complexas continuamente
diferenciaveis no interior de circulos contidos no dominio de holomorfia por séries de
poténcias! foi comunicada por Cauchy a Academia das Ciéncias de Turim em 1831.
Cauchy ndo justificou a integracao termo a termo de uma série usada na demonstracao, o
que levou P. Tchébychev2 a assinalar em 1844 que tal s6 era possivel em casos
particulares, dificuldade que foi mais tarde ultrapassada com base no conceito de
convergéncia uniforme, como se observou no capitulo anterior.

Em 1889, J. Morera3 provou um reciproco do Teorema de Cauchy que estabelece
que as funcBes complexas com integrais nulos sobre as fronteiras de tridngulos fechados
contidos no conjunto de continuidade da fungéo integranda sdo holomorfas no interior
desse conjunto.

1 Esta simples situacdo no plano complexo permitiu clarificar de forma geral aspectos de convergéncia e
divergéncia de séries de poténcias que na recta real ndo eram facilmente perceptiveis. Por exemplo, a
funcéo real x> 1/(1+ x°) ¢ indefinidamente diferenciavel em toda a recta real e a sua série de Taylor
centrada na origem z‘;?:o(—l)”xzn converge apenas para |xK1 ndo havendo perca de diferenciabilidade da
funcdo nos pontos *1, enquanto a fungcdo complexa definida pela mesma expressdo ndo estd definida e
tende para © nos pontos i, 0 que, de facto, implica que o raio de convergéncia da série é 1.

2 pafnuti Tchébychev (1821-1894).
3 Jacinto Morera (1856-1909).
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Com a contribuicdo de E. Goursat em 1900, que permitiu provar o Teorema de
Cauchy para funcBes holomorfas sem a hipdtese das derivadas destas fungdes serem
continuas, tornou-se possivel estabelecer para funcdes complexas a equivaléncia dos
conceitos de holomorfia e analiticidade, e destes com a existéncia de primitivas locais.

Neste capitulo também se prova o Teorema Fundamental da Algebra (todo o
polindmio complexo de grau maior ou igual a 1 tem pelo menos um zero e todos os zeros
destes polindmios sdo numeros complexos). Este teorema tem uma longa histéria. Foi
previsto por A. Girard* numa publicacdo que apareceu em 1629, mas resistiu a
numerosas tentativas de demonstragdo durante quase dois séculos. As primeiras
tentativas consideraram polindmios de coeficientes reais. J.R. d’Alembert apresentou
uma tentativa de prova em 1746, L. Euler em 1749 e P.S. Laplace® em 1795. C.F. Gauss
indicou em 1799, na sua tese de doutoramento, falhas nas tentativas dos matematicos
referidos e propés uma prova que também se revelou incompleta. Em 1814 J.R. Argand
publicou uma tentativa de prova baseada na ideia de d’Alembert, mas que também néo
resolveu a questdo. Finalmente, em 1816 Gauss publicou uma prova correcta seguindo a
ideia de Euler, e no mesmo ano apresentou uma outra prova. Em 1849, Gauss publicou
mais uma prova, com base na ideia explorada na sua primeira tentativa, agora para
polindmios com coeficientes complexos. As provas referidas eram demonstraces de
existéncia ndo construtivas, isto €, ndo se baseavam num método que pudesse ser
aplicado para obter aproximacdes dos zeros das funcdes. Por esta razdo, K. Weierstrass
tentou, sem sucesso, obter uma demonstragdo construtiva do teorema. A primeira prova
deste tipo so6 foi obtida em 1940 por H. Kneseré. Em 1981, o seu filho M. Kneser”
apresentou uma versdo simplificada desta prova.

O capitulo tem uma sec¢do dedicada ao teorema da funcdo inversa (toda a fungéo
holomorfa num conjunto aberto tem inversa local holomorfa numa vizinhanca de cada
ponto onde a sua derivada € diferente de zero e, nessa vizinhanga, transforma conjuntos
abertos em conjuntos abertos), a caracterizacao da estrutura local das fun¢es holomorfas
em regibes (sdo constantes ou adi¢des de poténcias inteiras de fungdes invertiveis
holomorfas com constantes) e ao teorema da aplicacdo aberta (as imagens de regides por
funcbes holomorfas ndo constantes sdo regides).

Demonstra-se, tambem, um resultado de Weierstrass obtido nos seus “cadernos de
Munique” de 1841, que sé foram publicados em 1894, estabelecendo que as sucessdes e
séries de fungdes analiticas uniformemente convergentes em conjuntos compactos sao
analiticas e podem ser indefinidamente derivadas termo a termo. Em particular, o
processo de extensdo de funcbes polinomiais a funcbes analiticas pela consideracdo de
séries uniformemente convergentes nao conduz a novas funcdes quando é aplicado a
funcdes analiticas.

4 Albert Girard (1595-1632).

S Pierre Simon Laplace (1749-1827).
6 Hellmuth K neser (1898-1973).

7 Martin Kneser (1928-).
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6.2. Equivaléncia de holomorfia, analiticidade e

teorema de Cauchy local

O resultado seguinte estabelece para fungbes complexas que holomorfia e
analiticidade sdo equivalentes, e d& uma Férmula de Cauchy local para as derivadas de
qualquer ordem de funcdes holomorfas.

(6.1) Teorema: Sgja Q 0 C um conjunto aberto. Entdo f OH(Q) se e s6 se f €
analiticaem Q.

Em caso afirmativo, se B;(z) 0 Q e ) e um caminho fechado seccionalmente regular
em B;(2)\{Z, f eassuas derivadas satisfazem
f(w)

(k) —
f9(2).nd,(2) = j(w =

dw, para k ON 0{0}.

Dem. Do teorema (5.6) sabe-seque se f analiticaem Q, entdo f O H(Q). Resta provar
a reciproca.

Supde-se f OH(Q) e Bg(a) 0 Q. Seja ) um caminho fechado seccionalmente
regular em By(a) \{a} . Da Formula de Cauchy em conjuntos convexos (teorema (4.12))
obtém-se

f(2) .Ind (z)——I f(W) dw , para zOB;(a)\) *

Resulta da proposigdo (5.5) que f.Ind, € analiticaem Bg(a)\) * e tem em cada circulo
aberto B, (a) 0 Q\ ) * arepresentagdo em série de poténcias

f(2).Ind (2) = 271'[i 2%:/(\,:_(\/;))“1 dw%z— a)'.

A unicidade dos coeficientes das séries de poténcias centradas num ponto que
representam uma mesma funcédo (formula (5.9) do teorema (5.6)) garante que € obtida a
mesma série de poténcias qualquer que seja ) com as propriedades indicadas. Portanto, a
representacdo em série de poténcias centrada em a que foi obtida € valida para todo
z[0Bg(a) . Resultaque f éanaliticaem Q.

A férmula para as derivadas de f resulta das formulas no teorema (5.6).  Q.E.D.

E de notar que o teorema anterior implica, para uma funcdo f OH(Q), que o raio
de convergéncia da série de Taylor centrada no ponto aldQ é a distancia de a a
fronteira de Q, isto é, a Unica obstrucdo a convergéncia da série de Taylor de uma
funcdo diferenciavel complexa para o correspondente valor de f a partir de uma certa
distancia do ponto a é a funcdo ndo estar definida ou ndo ser holomorfa num ponto a
essa distancia de a. Esta situacdo contrasta com o que se verifica para fungdes reais
diferenciaveis e permite explicar a limitacdo de raios de convergéncia de séries de Taylor
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de funcbes diferenciaveis reais pela ocorréncia de pontos no plano complexo fora do eixo
real onde as extensGes complexas das fungdes reais consideradas ndo sdo diferenciaveis,
como por exemplo no caso da funcdo real x+> 1/(1+ x?) referido na introducdo ao
presente capitulo. O teorema anterior também garante que as derivadas de ordem
arbitrariamente elevada de funcdes holomorfas num conjunto existem e sdo holomorfas
nesse conjunto.

(6.2) Corolario: Sga QO C um conjunto aberto e fOH(Q). Entho f ¢é
indefinidamente diferenciavel em Q e £ OH(Q), para todo k ON. Em particular,
fécC”.

Dem. E uma consequéncia imediata do teorema anterior, o qual garante que nas
condicbes assumidas a funcdo f ™ tem derivada en Q, e do facto ja conhecido da
existéncia de derivada de uma funcéo implicar a continuidade dessa funcéo. Q.E.D.

Com base neste resultado pode-se demonstrar que o Teorema de Cauchy admite o
seguinte reciproco.

(6.3) Teorema de Morera: Sgja Q [0 C um conjunto aberto, f : Q - C uma funcéo
continua tal que IM f(z2)dz=0 para todo o triangulo fechado A Q. Entdo
fOH(Q).

Dem. Se C 0 Q é um circulo aberto pode-se definir como na demonstracdo da existéncia
de primitivas de funcGes holomorfas em conjuntos convexos (teorema (4.7)) uma funcgéo
FOH(C) tal que F' = f . O resultado anterior implica f OH(Q). Q.E.D.

Com o corolario (6.2) também se pode provar que a razdo incremental de uma
funcdo holomorfa f num conjunto aberto Q [0 C entre dois pontos w,z[0Q, como
funcéo destas duas variaveis, pode ser estendida com os valores da derivada de f a uma
funcéo continua em QxQ que é holomorfa em Q quando considerada como fungéo de
uma das variaveis com a outra fixa, o que € Util em varias situaces.

(6.4) Proposicéo: Sgja Q [0 C um conjunto aberto, f OH(Q) e g: QxQ - Ctal que
Bf(W) - f(2)

gw,2)=0 w-z
Hf'(2) , SEW=Z.

, SEWZ Z

Entdo, g € continua em QxQ e as fungdes zr— g(w,z) com wlQ fixo, e
w g(w, z) com z[OQ fixo, séo holomorfasem Q.
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Dem. A continuidade de g em pontos de (QxQ)\{(a,a):allQ} é consequéncia
imediata da continuidade de fungdes holomorfas, estabelecida no teorema (3.6), e da
continuidade de diferencas e quocientes de funcdes holomorfas em pontos onde o
denominador ndo se anula. A diferenciabilidade de f num ponto aldQ assegura a
continuidade das funcGes de uma das variaveis, com a outra fixa, em pontos
(w,2) =(a,a), mas ainda é preciso provar a continuidade de g como fungdo de duas
variaveis nos pontos (a,a) 1QxQ . Para (w,z) 0QxQ considera-se o caminho regular
que une os dois pontos por um segmento de recta, ¢, ,(t) =tw+(1-t)z, e (u,v)="f.
Entdo

ffo O . [rEmEo
- f'(a) =

W-—2

- f'(a)

gw,2) -g(a,a) =

vawxw—am , , ,
= - f (a)=J;1 (f'(®)- f'(a))dt.
wW-2
O corolario anterior assegura que f' é continua em Q. Portanto, qualquer que seja
£>0 existe ¢ >0 tal que z,wOB;(a) implica | f'((t))- f'(a)|< &, pois nestas
conldigées é(t)DB,(a) para todo tD[O,l]. Em consequéncia |g(w,2)-g(a,a)|
sIO | f'(£@t) - f'(a)|dt <Io £ = &£, 0 que permite concluir que g é continuaem (a,a).

Resta provar a diferenciabilidade das funcdes de uma variavel, com a outra fixa,
consideradas. Para cada wlQ, a funcdo definida em Q por z— g(w,z) €
diferencidvel em todos os pontos z# w, dado que somas, produtos e quocientes de
funcBes diferenciaveis sao diferenciaveis em pontos onde denominadores de quocientes
ndo se anulam. Do teorema (6.1) sabe-se que as fun¢Ges holomorfas sdo analiticas e do
teorema (5.6) que o desenvolvimento de uma funcdo analitica em série de poténcias
centrada num ponto é a série de Taylor da funcéo nesse ponto. Como f O H(Q), obtém-
se, para todo wllQ,

g(w,w+h)—g(w,w) _ . [f(w+h)-fw)]/h-f'(w)

lim9 =lim

h-0 h h-0 h
=iim-2 55 T2 ey - s (0w W)
LT DWcmZZ (j+2) 2

pelo que z+— g(w,z) também é diferenciavel em z =w. Portanto, para cada wl1Q, a
funcdo z+ g(w,2) é holomorfa em Q. Trocando os papeis de w e z, prova-se que
wr g(w, 2) € holomorfaem Q. Q.E.D.

O teorema seguinte unifica, num conjunto aberto Q O C, os conceitos de
holomorfia, analiticidade, validade do Teorema de Cauchy na fronteira de triangulos
fechados contidos em Q e existéncia de primitivas locais em (conjuntos convexos de)
Q.
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(6.5) Teorema de Unificagdo: Se Q [0 C é um conjunto abertoe f:Q - C, entdo as
propriedades seguintes sdo equivalentes:

1) f éholomorfaem Q.
2) f éanaliticaem Q.
3) f écontinuaem Q e IM f(z)dz =0, para todo o triangulo fechado A 0 Q.

4) f tem primitiva em todos 0s subconjuntos abertos convexos de Q.

Dem. A equivaléncia de 1) e 2) foi provada no teorema (6.1), a de 1) e 3) resulta do
teorema (4.7), do Teorema de Morera (6.3) e da continuidade das fun¢Ges holomorfas
(teorema (3.6)), a de 1) e 4) resulta do teorema (4.7), da continuidade das funcdes
holomorfas e do corolario (6.2) aplicados a F tal que F' = f . Q.E.D.

De um ponto de vista histérico, é interessante observar que Cauchy se baseou
principalmente na caracterizacdo 3), Weierstrass na 2) e Riemann na 1).

6.3. Teorema Fundamental da Algebra

Com base na analiticidade das fungdes holomorfas, no Principio do Mddulo
Maximo e no conceito de ordem de um zero de uma funcéo analitica pode-se estabelecer
o Teorema Fundamental da Algebra que assegura que os zeros de polindmios complexos
sdo numeros complexos e sdo tantos, contando multiplicidades, quanto a ordem do
polinémio. Este resultado assume um interesse especial se recordarmos que 0s nimeros
complexos foram pela primeira vez considerados para obter zeros de polindGmios reais
que ndo tinham zeros reais.

(6.6) Teorema Fundamental da Algebra: Se P é um polinémio complexo de grau
nN, entdo P tem exactamente n zeros em C, contando multiplicidades de zeros de
acordo com as suas ordens como zeros de P. Mais especificamente, se
P(z)=a,z"+a _,z""+...+az+a,, com a_ #0,entdo existe um nimero finito k ON
de zeros distintos de P em C, z,...,z,, de ordens m,,...,m, ON, respectivamente, tais
que n=m +m,+...+m, e P(z2)=a,(z-z)™(z-2,)™...(z-z)™.

Dem. Escreve-se o polindmio P na forma P(z)=a,z"+a,,z"" +...+a,z+a,, onde
a,#0, visto que se supbe que P é um polindbmio de grau n. Como
P(2)=2"(a, +a,,/z+...+a,/2"" +a,/2"), verifica-se |P(r€°)| - +o quando r — +.
Portanto, para r >0 suficientemente grande é | P(r €?) |>| P(0) |, para todo 6 D[O,Zn].
Se P ndo tivesse zeros, entdo f = (1/P) 0 H (C) e portanto f seria analiticaem C, com
| £(0)|>| f(re'?)| para todo 60[0,27], o que contradiz o Principio do Médulo
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Maximos8 (5.15). Conclui-se que existe pelo menos um zero z, de P. Se m, designa a
ordem do zero z, de P, tal como definida na demonstracdo do teorema (5.10), verifica-
se P(2)=(z-z)™P,(2), onde P,(2) é um polinébmio de ordem n—-m,. Se n—m, >0,
aplica-se a P, o argumento anterior, e assim sucessivamente, obtendo-se zeros z; de
ordens m; de polinomios P,(z) de graus n—(m,+...+m,), para j=12..,k-1, até que
n-(m+..4+m)=0, e P(9=(z-2)™"(z-2)"...(z-2)™R.(2), onde R(2 é um polinémio
de grau zero, e portanto, é uma constante. E facil ver que tem de ser P,(z) =a,. Q.E.D.

E util verificar o que acontece com os zeros de polindmios com coeficientes reais.

(6.7) Corolario: Se P é um polinémio complexo de grau n[IN, com coeficientes reais,
entdo P tem exactamente n zeros em C, contando multiplicidades de zeros de acordo
com as suas ordens como zeros de P, e 0s zeros que ndo sao nimeros reais ocorrem
necessariamente em pares conjugados de zeros de ordens iguais .

Dem. Se P(z)=a,z"+a,,z"" +...+a2z+a, tem coeficientes reais, entdo
P(2) = P(2), pelo que se w é um zero de P também W é um zero de P. Estes dois
zeros sdo distintos se e s6 se w ndo é um numero real. Neste caso, as ordens dos dois
zeros conjugados de P sdo iguais, pois P(z) =(z-w)™g(z), com g(w) # 0, implica
P(2) = P(2) = (z-W)™g(z), com g(W) # 0. Q.E.D.

6.4. Estrutura local de funcdes holomorfas e
teorema da aplicacdo aberta

Os contradominios de fungBes holomorfas numa regido s6 podem ser uma regido
ou um ponto. Nesta seccdo prova-se este facto, bem como outros aspectos relacionados,
incluindo o seguinte Teorema da Funcdo Inversa que estabelece a existéncia de inversa
local holomorfa de uma funcdo holomorfa com derivada diferente de zero num ponto.

(6.8) Teorema da Funcdo Inversa: Sgja Q [0 C um conjunto aberto, ¢ OH(Q), allQ
e ¢'(z,) # 0. Entdo existe uma vizinhanca V 0 Q de z, tal que:

1) @ éinjectivaem V e ¢' ndo tem zerosem V ,

2) W =¢(V) éum conjunto aberto,

3)Ainversade ¢ emV, ¢ :W -V, éholomorfae (¢™) =1/(¢'cp™") em W.

8 Em alternativa, pode-se substituir o Principio do Médulo Maximo pela Propriedade de Valor Médio.
Uma outra alternativa é usar o Teorema de Liouville, dado que lim, . f(2)=0 implica que f &
limitada e, portanto, constante igual a zero em C, o que s0 seria possivel se P tivesse grau zero.
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Dem. Se (LV)=¢@, (XY)=z, a funcdo em R? tal que (X Y)—(u(x y),u(x V) é C' e, das
Condicdes de Cauchy-Riemann o seu jacobiano € J(u,V) =(du/ox)(ov/dy) —(du/ dy)(ov/ ox)
=(Au/ax)* +(ov/ox)* = ¢'F. Logo, o Teorema da Funcdo Inversa para funcbes em R?2
implica a existéncia de uma vizinhanca V de (X,,Y,) = Z, onde a funcdo é injectiva,
J(u,v) 20, W =(u,v)(V) é aberto e a inversa (u,v)™:W - V é diferenciavel, pelo
que a funcdo complexa dada ¢ tem as propriedades indicadas no enunciado, faltando
apenas verificar a férmula para a derivada em 3). Esta resulta de derivar a equacgéo
podp(2)=z,0queda (¢ -9 ™)@ =1 e, portanto, a formula no enunciado. Q.E.D.

Com base no teorema anterior, na propriedade dos zeros de fungbes holomorfas
n&o identicamente nulas serem isolados, no conceito de ordem de zeros destas funcdes e
na existéncia de primitiva local de funcBes holomorfas pode-se estabelecer a
caracterizacdo seguinte das fungdes holomorfas em regides. Esta caracterizagdo mostra
que a estrutura local das funcdes holomorfas ndo constantes numa regido € relativamente
simples: a menos da adicdo de constantes sdo poténcias inteiras de fungbes invertiveis
holomorfas.

(6.9) Teorema (estrutura local das fungdes holomorfas em regides): Sga Q [0 C uma
regido e f:Q — C uma funcédo ndo constante em Q. Entdo a funcdo f é holomorfa
em Q se e sO se cada ponto z, 1Q tem uma vizinhanca V O Q tal que

f(2)=w, +(@#(2)", paratodo zOV,
onde w,= f(z,), m é a ordem do zero z, da fungcdo f —-w,, ¢ €& uma bijeccdo
holomorfa de V sobre um circulo aberto B, (0) tal que ¢(z,) =0 e ¢’ ndo tem zeros em
V (Figura6.1).
Dem. E claro, da holomorfia de funcbes obtidas por somas e composicdes de funcdes

holomorfas, que uma fungdo f da forma indicada em vizinhangas de todos os pontos de
Q é holomorfa neste conjunto.

Suponhamos agora que f OH(Q) e seja g >0 tal que B,(z,) 0 Q. Do teorema
(5.10) sabe-se que os zeros de funcbes holomorfas sdo isolados e, como B,(z,) €
compacto, os zeros de f —w, neste conjunto sdo em numero finito, pelo que existe
O<p’<p talque z, e olnicozerode f —w, em Q'=B,(z) e
(6.10) f(2)-w, =(z—2,)"9(2), para zOQ’,

onde gOH(Q’) e g ndo tem zeros em Q’. Portanto, g'/gOH(Q’) e, como Q' é um
conjunto aberto convexo, sabe-se do teorema (4.7) que g'/g tem uma primitiva
hOH(Q") em Q. Verifica-se

(ge‘h) =ge"-ge"h' =¢™ %’—g%gzo, em Q.

Portanto, existe uma constante cJC tal que g=ce". Sem perda de generalidade,
supbe-se c=1e g =e", visto que, para tal, basta considerar uma outra primitiva de g/g
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obtida adicionando uma constante apropriada a h. Define-se ¢(2) =(z-z,)e"”'™, para

2 Q’. Elevando ambos 0os membros desta equacdo a m e substituindo em (6.10)
obtém-se a formula no enunciado. A mesma equacdo garante que ¢ L1H(Q’), pois da
uma formula para esta funcdo em termos de produtos e composicGes de fungdes
holomorfas. Obtém-se directamente ¢(z,) =0 e ¢'(z,) #0. A existéncia de uma
vizinhanga V' de z, tal que ¢' ndo tem zerosem V' e ¢ é uma bijecgdo de V' sobre o
conjunto aberto W’=¢(V’) resulta do Teorema da Funcdo Inversa (6.8). Como o
conjunto W’ é aberto e contém ¢(z,) =0, existe um circulo aberto B, (0) JW'. Dado que
@ € continua em V' as suas imagens inversas de conjuntos abertos sdo conjuntos
abertos, pelo que tomando V = f‘l[B, (O)] conclui-se a demonstragéo do teorema. Q.E.D.

Como a poténcia de expoente mON é uma funcdo m-para-1 de qualquer circulo
aberto de centro na origem mas sem a origem, B, (0) \{0}, sobre B  (0)\{0}, o teorema
anterior garante que uma funcdo f holomorfa e ndo constante numa regido é, numa
vizinhanga V de cada ponto z, da regido, uma fungdo m-para-1 de V \{z} para
B..(w,)\{C}, onde w,,m,r sdo como no enunciado do teorema (Figura 6.1). Quando
m>1, diz-se que z, € um ponto de ramificagdo de ordem m.

Im Im

f b
|

_9 .4.' Zz -2 2
¢() /

f f
Figura 6.1: Vizinhanga de um ponto de ramificacdo de ordem m=3
(exemplocom z =1,w, =0,¢(z) =0, ¢(2)=Inz, f(2) =(n2)?*)

E atil explicitar a consequéncia seguinte dos teoremas anteriores que, juntamente
com o Teorema da Funcédo Inversa (6.8), implica que, para fungdes holomorfas, a néo
anulacdo da derivada é necesséria e suficiente para a injectividade local, em contraste
com o que se verifica para fungdes reais diferenciaveis.

(6.11) Teorema: Se Q [0 C abertoe f OH(Q) é injectivaem Q,entdo f'#0 em Q e
fTOH(Q).

Dem. Sgja z, 0 Q arbitrario. Se f € injectivaem Q, entdo ndo é constante em qualquer
vizinhanca de z,, pelo que a formula no enunciado do teorema (6.9) da a sua estrutura
local. Logo f s0 é injectiva se a ordem da poténcia m nessa formula é 1, o que implica
f'(z,) #0. Como z,0Q é arbitrério, concluiu-se que f'#0 em Q. Aplicando o
Teorema da Funcgdo Inversa (6.8) obtém-se que a inversa de f é holomorfa numa
vizinhanca de cada ponto de Q, pelo que é holomorfaem Q. Q.E.D.
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Uma outra consequéncia imediata dos teoremas anteriores € o Teorema da
Aplicagdo Aberta anunciado no inicio desta sec¢éo.

(6.12) Teorema da Aplicacdo Aberta: Sgja Q 0 C e fOH(Q) ndo constante® em Q.
Se Q é aberto, entdo f(Q) é aberto. Se Q € uma regido, entdo f(Q) é uma regido.

Dem. Do teorema (6.9), para cada ponto z,[JQ existe um circulo aberto B (f(z))O f(Q),
pelo que f(Q) é um conjunto aberto. Como f é continua em Q, se Q € conexo
também f(Q) é conexo. Na verdade, se A B sdo conjuntos abertos disjuntos tais que
f(Q)=AOB, entdo Q=f*(A) O f*(B), onde as imagens inversas f *(A), f *(B)
sdo conjuntos disjuntos que sdo abertos porque as imagens inversas de conjuntos abertos
por funcbes continuas sdo conjuntos abertos. Como Q é conexo, uma destas imagens
inversas tem de ser Q, pelo que também um dos conjuntos A,B tem de ser Q, o que
implica que f(Q) é conexo. Q.E.D.

O teorema anterior garante que as funcbes holomorfas ndo constantes transformam
conjuntos abertos em conjuntos abertos, de tal forma que cada componente conexa do
conjunto aberto de partida é transformada numa componente conexa aberta do conjunto
de chegada. Além disso, uma consequéncia imediata dos dois ultimos resultados é que
uma funcdo holomorfa e injectiva num conjunto aberto € um homeomorfismo (i.e., uma
bijeccdo continua com inversa continua) deste conjunto na sua imagem.

E interessante observar que pode ser obtida uma demonstragdo alternativa do
Principio do Modulo Maximo para fungdes analiticas (5.15) a partir do Teorema da
Aplicacdo Aberta (6.12). Na verdade, se f ¢é uma funcdo holomorfa ndo constante num
conjunto aberto Q 0 C e aldQ, resulta deste teorema que f(Q) € um conjunto aberto
que contém f(a) e, portanto, existe r >0 tal que B (f(a)) D f(Q). E claro que
B, (f(a)) contém pontos com valores absolutos superiores a | f(a)|, pelo que |f| ndo
pode ter maximos locais em Q a ndo ser que seja constante neste conjunto. Esta
demonstracdo mostra que o Principio do Modulo Méximo para fungdes analiticas € uma
consequéncia de propriedades topoldgicas das transformacbes definidas por funcdes
analiticas.

Um outro aspecto da estrutura local de funcbes holomorfas € o da contagem do
ndmero de zeros ou do numero de pontos onde é assumido um qualquer valor w,
(contando multiplicidades) num circulo centrado num ponto. O resultado seguinte da
uma formula para contar estes pontos pela integracdo de uma funcdo apropriada sobre
um caminho que percorre a circunferéncia que delimita o circulo.

Antes de enunciar e demonstrar este resultado convém entender a razdo pela qual
se espera que uma férmula deste tipo funcione. Os pontos onde uma funcdo f assume
um valor w, séo os zeros da funcdo f —w,, pelo que o problema é sempre um de

9 Quando f éconstanteem Q, f(Q) é um ponto.
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contagem de zeros. Neste caso, o resultado seguinte estabelece que o numero de zeros de
uma fungdo f holomorfa num circulo fechado de centro num ponto a cuja fronteira ndo
tem zeros de f € (1/(2771')) (f'/f), onde ) é um caminho regular simples que
percorre a circunferéncia fronteira do circulo no sentido positivo, ou seja, contrario ao
dos ponteiros do reldgio. A funcdo w= f(z) transforma o caminho j num caminho

regular fechado I' = f o) e verifica-se

(2 4, (f' m (fo y) 14w
ey f(z) =] j “Fw woo

onde | € o intervalo onde ) esta deflnldo. O valor do ultimo integral é, por definicéo,
(271) Ind - (0), pelo que é igual ao numero de voltas N que o caminho I d& em torno
da origem quando o caminho ) da uma volta sobre a circunferéncia. Suponhamos que 0s
zeros de f no circulo sdo simples e que ndo hd mais de um zero no mesmo raio do
circulo. Enquanto o raio da circunferéncia passa uma vez por cada ponto do circulo no
dominio durante uma volta em torno do centro a sua imagem passa N vezes pelo ponto
zero no contradominio (Figura 6.2). No caso dos zeros serem simples, isto implica que
hd& N pontos no circulo considerado onde f ¢ zero, pelo que a férmula conta
efectivamente os zeros de f . No caso em que os zeros de f ndo sdo todos simples ou
ha zeros num mesmo raio do circulo considerado é também possivel ver, em particular
com base na estrutura local das fungdes holomorfas estabelecida no teorema (6.9), que a
formula considerada conta os zeros de f , com as suas multiplicidades (Figura 6.2).

Im Tm
2 2

Re

Figura 6.2: Correspondéncia local entre valores de z ede f(2);
contagem de zeros e do nimero de pontos onde f assume um mesmo valorio

E interessante notar (Figura 6.2) que, no caso em que I ndo passa no ponto f(a),
existe um circulo no contradominio com centro neste ponto e contido numa mesma

10 A funcdo considerada nesta figura é z— (z- z)(z-z,), cujos zeros z,z, sdo os dois pontos
marcados no dominio com os circulos maiores a chelo Cada ponto na componente conexa de C\ I * que
contém a origem é assumido em pares de pontos distintos do circulo delimitado pela circunferéncia tragada
no dominio, com excepcdo de f(a) que € assumido apenas no ponto a. Cada ponto na outra componente
conexa limitada de C\ T * é assumido num Unico ponto do circulo considerado no dominio.
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componente conexade C\I", pelo que todos os pontos deste circulo sdo varridos 0 mesmo
numero de vezes pela imagem do raio da circunferéncia considerada no dominio, durante
uma volta. Consequentemente, o nimero de pontos no circulo do dominio que tém como
valor um ponto do circulo no contradominio € o mesmo do nidmero de pontos no circulo
do dominio onde f assume o valor f(@), contando multiplicidades, o que esta de acordo
com a estrutura local das fun¢des holomorfas estabelecida no teorema (6.9).

(6.13) Teorema: Sgja Q [0 C um conjunto aberto, ) um caminho fechado regular
simples que percorre a circunferéncia que delimita um circulo mDQ no sentido
positivo, f uma funcdo néo constante holomorfa em Q. Se w, OC\ f(}*), entdo o
ndamero de pontos em B (a) onde f assume o valor w,, contando multiplicidades de
acordo com as ordens dos zeros de f —w,, é

N,, (f;B.(a))=

J. f'(2) 4z

2m v £(2) —w,

Dem. Os pontos onde f assume o valor w, sdo os zeros da fungdo f —w,. Portanto,
como (f-w,)" =f", basta provar o resultado no caso em que w,=0, o que
corresponde a contar o nimero de zeros de f em B, (a). Como os zeros de uma funcéo
holomorfa sdo pontos isolados e B, (a) é um conjunto compacto, 0 nimero de zeros de
f em B, (a) é finito. Dado que, por hipotese, f n&do tem zeros em ) * 0s zeros em
B, (&) sdo 0s mesmos que em m. Portanto, podemos designar os zeros de f em
B, (a), sem repeticdes, por z,z,,...,2,, e as suas ordens por, respectivamente,
m, m,,...,m, e entdo, N,(f;B, (a)) = Z;mj . As funcdes holomorfas séo analiticas,
pelo que para cada zero z, de f de ordem m,, o desenvolvimento de f em série de
poténcias centrada em z, dad f(z)=(z-2z,)™g,(z), onde g,OH(Q) e g,(z,)#0.
Aplicando sucessivamente esta ideia para todos os zeros de f em B,(a), obtém-se
f(2)=(z-2)™(z-2,)™...(z-2)™9(2), onde gOH(Q) e g(2)#0 para todo
z[0B, (a) . Portanto, verifica-se
f@_m , m , ., m 9@
f(z2) z-zz z-z z-z, 9(2)

em todos os pontos zD%). Com o caminho y:[0,2n] ~Q tal que yH=a+ré’?, o
Teorema de Cauchy em conjuntos convexos (4.8) implica [(g/g)=0. Da definicdo de
Ind, obtém-se I(f /)= (Zm)z M Ind,(z;). Como B (9 '€ uma componente conexa
de (C\ ) *, sabe-se de (4.9) que a funcéo Ind é constante em B, (a). Em (4.10) obteve-
se Ind (a) 1, peloqueI(f /f)= (2m)z m, =(27.i) Ny (; B, (a)). Q.E.D.

O resultado anterior permite obter uma outra demonstragdo do Teorema
Fundamental da Algebra, diferente das referidas em (6.6) baseadas no Principio do
Modulo Méximo, na Propriedade de Valor Médio ou no Teorema de Liouville. Na
verdade, se P(2=3,2'+a,,Z" +.. +g8z+a, é um polinémio de grau n, ¢é facil mostrar que
(1/(2m)) Iy P'(2)/ P(z)dz pode ser arbitrariamente aproximado por (1/(271i))Iy n/zdz=n,
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onde J é um caminho regular simples que percorre no sentido positivo a circunferéncia
de centro na origem e raio r>Q suficientemente grande. Ambos os integrais tém valores
inteiros, pelo que, para r>0 suficientemente grande, sdo iguais. O resultado precedente
permite concluir que P tem n zeros em C, contando multiplicidades.

6.5. Analiticidade das series de funcdes analiticas e teorema de Hurwitz

O processo de passagem ao limite em sucessdes e séries de fungdes levou a alargar
o conjunto das fungdes polinomiais, dando origem ao conjunto das funcdes analiticas. E
natural indagar se a aplicacdo do mesmo processo a fungdes analiticas complexas conduz
a uma nova extensao ou se, pelo contrario, continua a dar funcGes analiticas. O resultado
seguinte, estabelecido por C. Weierstrass em 1841 nos seus ‘“cadernos de Munique”,
publicados s6 em 1894, mostra que se verifica esta ultima situacdo quando a
convergéncia € uniforme em subconjuntos compactos do dominio da funcdo definida
pelo limite, propriedade que ja se verificava para as representacdes de funcbes analiticas
em series.

(6.14) Teorema de Weierstrass para sucessdes de funcgdes: Sgja Q [0 C um conjunto
aberto. Se {f,} é uma sucess&o de fungdes analiticas em conjuntos abertos Q, O C tal
que f, — f uniformemente em subconjuntos compactos de Q, entdo f é analitica em
Q e (f )Y - % uniformemente em subconjuntos compactos de Q, para todo k ON.

Dem. Como os circulos fechados contidos em Q sdo compactos, a sucessdo é
uniformemente convergente nesses circulos. Dado que as fungbes f, sdo continuas
nesses circulos obtém-se que também f é continua neles, pelo que é continua em Q.
Sgja A 0 Q um tridngulo fechado arbitrario. Como Q é um conjunto aberto, existe um
triangulo fechado A0 Q cujo interior contém A. Como A’ é compacto, a sucessao
converge uniformemente neste conjunto, pelo que o integral de f sobre A é o limite da
sucessdo dos integrais de f_ sobre A e, do Teorema de Cauchy em triangulos (4.6),

J;Af(z)dzzlljiqrg'[M f,(20dz=0 .

Resulta do Teorema de Morera (6.3) que fOH(Q). Se KOQ é um conjunto
compacto, existe r >0 tal que U =0, B, (2) é um subconjunto compacto de Q. Da
estimativa de Cauchy em (5.13) para a derivada de ordem 1de f — f_ obtém-se

‘f’(z)—(fn)'(z)‘s1 max| f - f |, para zOK.
r v

Como a sucessdo f, — f uniformemente no conjunto compacto U, (f,)) - f'
uniformemente em K. Fica, assim, provada a afirmacdo no teorema para k=1. A
afirmacdo para k[N resulta de aplicagbes sucessivas da afirmagdo para k=1 a
derivadas de ordens sucessivasde f . Q.E.D.
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Segue-se 0 resultado andlogo para séries estabelecendo que somas de séries de
fungdes complexas analiticas uniformemente convergentes em conjuntos compactos sao
analiticas e as suas derivadas de qualquer ordem podem ser obtidas derivando a série
termo a termo, onde as séries obtidas também convergem uniformemente em conjuntos
compactos. Assim, a situacdo das funcbes complexas contrasta radicalmente com a das
funcBes reais, onde séries de funcbes indefinidamente diferenciaveis podem convergir
para funcbes que ndo sao diferenciaveis em qualquer ponto.

(6.15) Teorema de Weierstrass para séries de funcbes: Sga Q [0 C um conjunto
aberto. Se uma serie de funcBes f, analiticas em Q converge uniformemente em
subconjuntos compactos de Q para uma funcéo f(z) = Yf_n f,(2),entdo f éanalitica
em Qe f®2=Y"_f (2 paratodo zOQ e kN, onde a série obtida também

converge uniformemente em subconjuntos compactos de Q.

[

Dem. O resultado € consequéncia imediata do teorema anterior, aplicado a sucessao cujos
termos séo as somas parciais da série, S, = 2220 f,,comQ =Q. Q.E.D.

A verificacdo de que uma sucessdo {fn} de funcBes analiticas converge
uniformemente num conjunto compacto K pode ser facilitada pela utilizacdo do
Principio do Mddulo Maximo (5.15) porque o facto do maximo de | f.(2) — f(2)| em K
ser atingido na fronteira deste conjunto implica que basta verificar a convergéncia
uniforme nesta fronteira para ter a garantia da convergéncia uniforme em K.

O conceito de convergéncia uniforme é particularmente atil porque varias
propriedades dos termos de sucessdes uniformemente convergentes em subconjunto
compactos de um conjunto Q [J C passam para o limite da sucesséo, o que, em geral,
ndo acontece quando a convergéncia é simples. J& se observou esta situagdo com a
continuidade (teorema (5.1)), a analiticidade (teorema 6.14), a derivacdo de ordem
arbitraria (teorema 6.14). Os resultados seguintes estabelecem que a inexisténcia de zeros
de fungGes analiticas num conjunto Q O C, a injectividade de fungbes analiticas, e a
inclusdo de contradominios de funcbes analiticas num mesmo conjunto também sdo
propriedades que passam para os limites de sucessdes uniformemente convergentes em
subconjuntos compactos de um conjunto Q [0 C (no ultimo caso desde que a funcédo
limite ndo seja constante).

(6.16) Teorema de Hurwitz': Sga Q O C um conjunto aberto e {f, } uma sucesséo de

funcBes analiticas em Q tal que f, — f uniformemente em subconjuntos compactos de
Q. Se as fungbes f, ndo tém zerosem Q e f ndo € identicamente zero, entdo f n&o
tem zerosem Q.

11 Egte resultado foi obtido em 1889 por Adolf Hurwitz (1859-1919).
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Dem. Do teorema (6.14), f € analitica em Q. Se ndo é identicamente zero em Q,
resulta do teorema (5.10) que 0s seus zeros, caso existam, séo isolados. Logo, para cada
aldQ existe r>0 tal que f#0 em m\{a} 0Q. Em particular, a funcdo continua
|f| tem um minimo m>0 no conjunto compacto 0B (a), pelo que para nON
suficientemente grande |f.—f pm/2, |f P|If |-m/22m/2 e |V f -1/ |5 f, —F|/(If, ]
<|f —f|/(m?/2). Como f - f uniformemente em 0B (a), obtém-se 1/f - 1/f
uniformemente em 0B, (a). Do teorema (6.14) também (f,)' —» f' uniformemente em
0B, (a) . A conjugacéo destes dois factos da (f.)/f, —f'/f uniformemente em 0B, (a) e do
teorema (5.11) (f)/f, _>J; f'/f . Devido ao teorema (6.13) os integrais no lado
esquerdo sdo nulgg? pois as fuan;%)es f, ndo tem zeros em B, (a). Portanto, também o
integral no lado direito € nulo, e o teorema (6.13) garante que f ndo tem zeros em
B, (a). Como alIQ é arbitrario, conclui-se que f ndo tem zerosem Q. Q.E.D.

O resultado seguinte é uma consequéncia imediata do teorema anterior.

(6.17) Teorema de Injecgdo de Hurwitz: Sgja Q 0 C um conjunto aberto e {f,} uma
sucessdo de fungdes analiticas em Q tal que f, — f uniformemente em subconjuntos
compactos de Q. Entéo:

1) Se as fungdes f, sdo injectivas em Q, entdo f é injectivaem Q.
2)Se SOQ étalque f,(Q)OS e f ndo constanteem Q,entdo f(Q)OS .

Dem. 1) Sgja allQ . Dainjectividade de cada f, resulta que a funcdo f ,—f, (a) nédo
tem zeros em Q\{a}. Esta fungdo é analitica em Q e f —f (a)- f—-f(a)
uniformemente em subconjuntos compactos de Q\{a}. O teorema anterior implica que
f —f(a) ndo tem zeros em Q\{a}, pelo que f ndo é injectivaem Q.

2) Sgja bOC\S. As fungbes f,—b sdo analiticasem Q e f,—b -~ f —b uniformemente
em subconjuntos compactos de Q. Além disso, as fungbes f,—b ndo tém zerosem Q, e
a funcdo f —b ndo é identicamente zero em Q pois f ndo € constante neste conjunto. O
teorema anterior implica que f —b ndo tem zerosem Q, pelo que f ndo assume o valor
b neste conjunto. Conclui-se que f(Q)OS. Q.E.D.

Exercicios

6.1. Determine o maior circulo onde o prolongamento por continuidade de z/sinz tem desenvolvimento
em série de poténcias de centro na origem.

6.2. Determine o maior circulo centrado na origem onde a fungdo dada € injectiva: a) z°+z b) e*.
6.3. Prove as seguintes propriedades das fun¢des inteiras:
a) Seosvaloresde f OH(C) pertencem ao semiplano complexo esquerdo, entdo f é constante.
b)Se fOH(C) e limf(z) =, entdo f tem pelo menos um zero.
6.4. Prove Toda a funcéd inteira com periodos z,wJC\{0} com z/wOR é constante.

6.5. Prove: Se uma fungdo é continua no circulo aberto B,(0) e é holomorfa nos semicirculos
{zOB,(0):Imz>0} e {zOB, (0):Imz< 0}, entdo é necessariamente holomorfa em B, (0).
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6.6. Prove:Se fOH(B,(a),|f|<xM em B,(a) e|f(a)|=b>0, entdo o nimero de zeros de f em
B,(a) , para 0< g <r , contando multiplicidades, € menor ou igual a log(M /b)/log(R/ o -1).

(Sugestao Se z,...,z, designam os zeros de f em B,(a), repetidos de acordo com as
multiplicidades, deﬂna 9(2) = f (N @A-z/z )t enoteque g(0) = f(0)).

6.7. Prove: Se as fronteiras de duas regides disjuntas Q,,Q, 0 C tém em comum um segmento de recta
ou um arco de circunferéncia L, f, OH(Q,) e f, é continua em L,para k=12,e f, =f, em
L,entdoafuncdo f =f, em Q, O L,para k=12, éholomorfaem Q, 0Q, OL.

6.8. Prove: Se Q OC é uma regido cuja fronteira numa vizinhanga de um dos seus pontos é um arco de
curva regular simples ) * e fOH(Q) é prolongavel por continuidade a ) * anulando-se neste arco,
entdo f =0 em Q

6.9. Prove o Principio de Simetrial2 ou Principio de Reflexdo: Sgjam Q,,Q; O C regides cujas
fronteiras sdo curvas de Jordan que contém segmentos de recta ou arcos de circunferéncias,
respectivamente, L, L', e sejam Q,,Q; OC regides simétricas e disjuntas de, respectivamente,
Q,,Q;.% f éuma transformagao conforme de Q, sobre Q] tal que f(L)= L", entdo pode ser
prolongada a uma transformagéo conforme de Q, [ L 0Q, sobre Q1 oL 0q,.

(Sugestéo: Comece pelo caso emque L e L séo segmentos de recta no eixo real e apllque 0 exercicio 6.7).

6.10. Com base no Principio de Simetria do exercicio anterior, prove o resultado seguinte de
prolongamento analitico devido a H. Schwarz: Se Q O C é uma regido cuja fronteira contém um
arco analitico®® j *, toda a transformacgéo conforme f de Q sobre um circulo aberto B, (0) tem
um prolongamento analitico através de ) * .

6.11. Prove: Seja Q O C limitado e f OH(Q) continuaem Q.Se allQ e |f(2)-f(a)|=d >0 para
zJ0Q, entdo f(Q) O By (f(a)).

6.12.Seja ¥ ={f OH(B,(0)): f'(0)=1.

a) Prove o Teorema de Bloch'% Se f Oy, entdo existe al1B,(0) tal que f(B(Q)Df(B,(@)0B,(f(a),
com g, =(-|al)/2 e B=3/2-2.

(Sugestdo: Designe por M o méaximo de | f'(2)|(1-|z|) para z[J Bl(O) e por a[JB,(0) um ponto onde este
maximo ocorre. Observe que | f'|<2| f'(a)| em B, (a). Estime o resto da formula de Taylor de 1% ordem de
f em no ponto a com base na Férmula de Calichy e prove que com K(p)=p-p*I(p,—p), se tem
[f(2-f(@EK(p)I f'(a)| para |z-al= p< p,. Designe por g* o ponto onde K assume o valor maximo
e aplique o exercicio anterior).

b) Prove: Nas condlgoes da alinea anterior, f é injectiva em Bpa,3(a) e f(B 13@) UBy7x(f (@)
(Sugestéo: Estime | f'(z) - f'(a) | com base na Férmula de Cauchy e aplique o EXEI’CICIO 5.11).

¢) Chama-se constante de Bloch®® a B=inf{5(f): f O# }, onde A(f)=sup{r : existe um circulo
aberto SO B,(0) onde f é injectiva tal que f (S) contém um circulo aberto de raio r} . Mostre
que 1/72<B<1.

d) Chama-se constante de Landau®® a L=inf{A(f): f Os}, onde A(f)=sup{r: f(B,(0) contém
um circulo aberto de raio r} . Mostre que B< L <1.

e) Prove: Se f OF, entdo f(B,(0)) contém um circulo aberto de raio L.

f) Prove: Se Q 0 Cé uma regido, f OH(Q), f'(c) Z0 para algum c0Q, entdo qualquer que seja £>0
f(Q) contém um circulo de raio d(c,0Q)| f'(c)|/(L—¢), onde d(c,0Q) é a distanciade c a 0Q.
g) Provel”: Se f é uma fungdo inteira que nédo é constante, entdo f(C) contém circulos de raios
arbitrariamente grandes.

6.13. Prove a seguinte extensdo do Teorema de Liouville: Se f é inteirae | f(2)[cC|z|* para alguns
C>0,a <1,entdo f éconstante.

120 Principio de Simetria foi mencionado pela primeira vez em 1851 por B. Riemann na sua tese de doutoramento e
foi provado em 1869-1870 por H. Schwarz, que também explorou algumas consequéncias.

13 Um arco analitico ou uma curva analitica é a imagem de um caminho que é uma funco analitica de variavel real,
i.e., representavel por séries de poténcias em vizinhangas de cada ponto do dominio de ) .

14 André Bloch (1893-1948) provou este resultado em 1924 (na verdade uma versio mais forte com B 2 vezes
maior). Em 1926 Edmund Landau (1892-1969) S|mpI|f|cou consideravelmente a prova, mas com S=1/16<1/12<
3/2-42<3/2-2. A prova sugerida neste exercicio foi proposta em 1971 por Theodor Estermann (1902-1991). A.
Hurwitz foi o primeiro a provar, em 1904, um resultado do tipo do Teorema de Bloch: Se f OH(B,(0), f(0)=0,

f'(0)=1e f(z)#0 para todo z#0, entdo f(B,(0)) U B, , para r =1/58; C. Carathéodory mostrou em 1907 que
nesta situacdo r =1/16 é o raio 6ptimo.

5 A constante de Bloch foi introduzida por E. Landau em 1929, que provou a estimativa indicada. Em 1937, L.
Ahlfors e Helmut Grunsky (1904-1986) provaram 0,433<3"'? /4<B< M(U/3r@1/12) /(r(/4)@+3"2)"? <0472 e
conjecturaram que a estimativa superior é o valor de B, o que ainda ndo esta estabelecido. Em 1990, Mario Bonk
S|mpI|f|cou a prova de L. Ahlfors e H. Grunsky.

16 A constante de Landau foi introduzida por Edmund Landau em 1929, quando também obteve a estimativa indicada
e provou o resultado na alinea e). Em 1943, Hans Rademacher (1892 1969) provou 05<L<I(1/3r(5/6)/r(/6)<0544 e
conjecturou que a estimativa superior é 0 valor de L, 0 que ainda ndo esta estabelecido.

70 Pequeno Teorema de Picard (exercicios 10.21 e 10.22) estabelece o resultado mais forte de que toda a fungéo
inteira ndo constante omite quanto muito um ponto de C.
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6.14. a) Diz-se que uma m-pla ordenada de polinémios reais (P,...,P,) é uma cadeia de Sturm?8 se em
cada zero de B, os polinomios adjacentes P_, e P, tém valores diferentes de zero de sinais
contrarios e P, ndo tem zeros. Chama-se cadeia de Sturm generalizada a uma m-pla ordenada de
polinémios reais obtidos de uma cadeia de Sturm multiplicando cada elemento por um mesmo
polinémio real.

Prove: Se P,Q sdo polindmios reais com o grau de Q maior ou igual ao de P, entdo a m-pla
ordenada (R,..,P,), com P, =P,P,=Q e cada um dos outros elementos P, igual ao resto da
divisdo polinomial dos dois elementos anteriores (resto da divisdo de P_, por P_ ) é uma cadeia
de Sturm generalizada.

b) Chama-se indice de Cauchy de uma funcéo racional real R & diferenca 1 (R) entre o nimero de
saltos de —o para +co nos valores de R(x) quando X cresce de —oo para +oo .

Prove: O nimero de raizes reais distintas de um polindmio real P é I (P'/P).

Dada uma cadeia de Sturm generalizada P = (P, ..., P,) , designa-se por AS(P) a diferenca entre os
ndmeros de mudancas de sinal na m-pla ordenada (R(X),...,P.(X)) quando x — +co e quando x — —oco.
Provel®: Se (P,...,P,) é uma cadeia de Sturm generalizada, entdo |(P,/P)=AS(P).

c) Considere uma funcdo polinomial complexa de coeficientes reais designados como se segue:
P(2)=a,2" +b 2" +a,z2"* +bz"® +a,2"* +b,z"® + ... Chama-se tabela de Routh?® a

a, a a, - - a{nlz]
b, b b

n-[n/2]

o

2

2

Q O

2

onde [n/2] € 0 menor inteiro maior ou igual a n/2 e os elementos de cada linha a partir da segunda
sdo obtidos das duas linhas precedentes subtraindo aos elementos da linha de cima os elementos
correspondentes da linha de baixo multiplicados pelo nimero que faz com que a diferenca obtida na
primeira coluna seja nula, omitindo depois esta diferenca nula com o correspondente deslizamento
de uma posicdo para a esquerda de todas as outras diferengas calculadas.

Prove o critério de Routh®: Todos os zeros da funcéo polinomial P tém parte real negativa se e
sO se todos os elementos na primeira coluna da tabela de Routh sédo diferentes de zero e do mesmo
sinal.

(Sugest&@o: Aplique o Principio do Argumento sobre um caminho que percorre no sentido positivo o arco da
circunferéncia no semiplano complexo direito com centro na origem e raio R — +c e o correspondente
diametro contido no eixo imaginario, mostre que o aumento de um argumento continuo de P(i&) quando
i percorre o eixo imaginario de baixo para cima é 7 1(R), onde I(R) é o indice de Cauchy de
Rw) = (b —ba™ +ha™ - ) (a,f —a™ +a,dd™ =), e calcule I(R) com base na alinea b)).

Exercicios com aplicagdes a analise e processamento de sinais

6.15. Dada uma funcdo f:R - R, define-se a fungdo real f(a) :_[f:f(t)e‘i”‘dt, chamada transformada
de Fourier? de f, considerando o integral de Lebesgue. Esta fungéo fica definida em R se e s6 se
f é integravel a Lebesgue em R, ou seja, fOL'(R). A transformagdo & [f]: f chamase
transformacdo de Fourier?. E claro que é uma transformacio linear de L'(R) no espaco das
funcGes reais definidas em R e pode ser invertida em condigGes relativamente gerais. Em particular
pode-se provar: Se f,f OLY(R) e g(t) :(1/(277))I_+:f(a)é“‘dw, para tOR, entdo g é continua em
R, gt) -0 quando t -+, e f =g g.t.p.22em R. Uma consequéncia imediata é: A transformac&o
de Fourier é injectiva.

18 Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855).

19 Este resultado é o caso particular com intervalo |-+ [ do Teorema de Sturm relativo  determinagéo do ntimero
de zeros de um polindmio real num intervalo, estabelecido em 1829 por J.C.F. Sturm.

20 Egward Routh (1831-1907). O critério de Routh foi publicado por E. Routh em 1887.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). A transformacéao de Fourier foi introduzida pelo préprio J.B.J. Fourier,
em associacdo com a introdugdo de séries de Fourier, numa comunicagdo sobre a propagacdo do calor apresentada na
Academia das Ciéncias de Paris em 1807, mas s6 publicada em 1822 depois de grande controvérsia. Contudo, a
transformagdo de Fourier s foi tornada rigorosa com trabalhos de varios matematicos no final do século XI1X e do
inicio do século XX, inclusivamente com a adopcdo do integral de Lebesgue, introduzido por H. Lebesgue em 1902.
O desenvolvimento da analise de Fourier veio a originar a area da matematica conhecida por Analise Harménica.
Charles Louis Fefferman (1949-) recebeu em 1978 a Medalha Fields por contribui¢des nesta area.

22 pode-se encontrar um estudo da transformagdo de Fourier no livro de W. Rudin, Principles of Mathematical
Analysis, indicado na bibliografia final.

23 g.t.p. significa “quase em toda a parte”, i.e., excepto possivelmente num conjunto de medida nula.
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A transformacdo de Fourier € muito Util no estudo e resolucdo de equagdes diferenciais, na anélise e
controlo de sistemas, na analise e processamento de sinais. Neste contexto é usual chamar a
transformada de Fourier de uma funcdo f decomposicdo na frequéncia ou decomposicéo
espectral de f . Graficamente, representa-se esta decomposicdo, em funcdo da frequéncia, pelos
gréaficos do médulo e de um argumento (ou, na linguagem de anélise de sinais, amplitude e fase) da
transformada de Fourier (Figura 6.4).
f©) | f(w) | Argf (@)

1

TT|
i H (
{ e &

A A -iA  TIA -TIA
Figura 6.4: Decomposicéao espectral de um impulso unitario de largura 2A

6.16. Prove: Se f,f O LY(R) e f tem suporte num intervalo compacto [—I,I] (e, =0 em
[R\[—I,I]), entdo a extensdo complexa da formula de inversdo da transformada de Fourier,
a(2) :(1/(2n))I_:f(w)e'wzdw (g=f gtp. em R), é uma funcéo inteira de ordem p<1 e,
quando £ =1 édetipo o0 <1 . (Sugestdo: Aplique o Teorema de Morera e majore o integral).

6.17. Prove o seguinte teorema de interpolacdo?*: Sgja 7 >0. Se f é uma funcgéo inteira de ordem
p<1,oudeordem pg=1etipo o<7,entdo f(z)=limy_,, Zr’:l:—N f(nm/1)(sintz)/ (rz-nn).
(Sugestdo: Para N O[] designe Fy(2) :1/(2771')J’yN f(¢){(¢-2)sin(r¢)}d¢, onde y, € um caminho
regular simples que descreve a circunferéncia | z|= (N +1/2)7 /1 no sentido positivo, aplique o Teorema dos
Residuos para calcular o integral, e mostre que |Fy(2) |- 0 quando N - +o, estimando | f(z)| com base
numa estimativa |sin(z) me'™ 4, para zOy, , e aplicando os exercicios 6.14 e 6.15).

6.18. Considere o circuito da Figura 6.5 e recorde os exercicios 1.17 e 6.25.

a) Supondo que existem, mostre que as transformadas de Fourier das tensfes de saida e entrada,
respectivamente Vv, e V,, estdo relacionadas por V,(w) ={(1/2)/{1+i (3RC/2) «}}}V, (w) € observe que
0 modulo e o argumento de V, /v, tém as representacdes graficas na Figura 6.6. Em particular, as
componentes espectrais de alta frequéncia do sinal de entrada sdo mais atenuadas do que as de baixa
frequéncia. Por esta razdo, diz-se que este circuito é um filtr o passa-baixo.

b) Chama-se largura de banda de um filtro passa-baixo a frequéncia fg = wg /(277) onde o sinal é
atenuado a -3 dB% do seu valor em «=0. Para o circuito aqui considerado, mostre que wy €
aproximadamente 2/(3RQ. Calcule o valor de RC de modo ao filtro ter largura de banda de 100 Hz.

Figura 6.5: Circuito eléctrico

24 Egte resultado foi descoberto em 1933 por Vladimir Aleksandrovich Kotelnikov (1908-) num contexto de analise
de sinais, embora fosse conhecido anteriormente em matematica como um resultado geral de interpolacéo. Estabelece
que uma funcdo de ordem g =1 e tipo o <1 pode ser interpolada exactamente a partir dos seus valores nos pontos
nz /1, nOZ. Conjugando este facto com o resultado do exercicio anterior, obtém-se que uma fungdo f OLY(R)
com transformada de Fourier f OL(R) de suporte num intervalo compacto [—z,z] é interpolada exactamente pela
expressao dada, a partir apenas dos seus valores nos pontos nr /1 . Isto garante que uma frequéncia de amostragem
superior a o/7 é suficiente para permitir reconstituir completamente um sinal com espectro de frequéncia limitado
por o/(2m) (i.e., de largura de banda o /(2r) ), ou seja, basta uma frequéncia de amostragem dupla da frequéncia
méaxima no espectro do sinal. Neste contexto, o resultado é conhecido por Teorema de Amostragem de Shannon-
Kotelnikov. O matematico Claude Shannon (1916-2001) fundou a Teoria da Informagdo em 1948, altura em que
também provou o Teorema da Amostragem por um método diferente do aqui referido. O resultado tinha sido previsto
para funcdes sinusoidais em 1928 por Harry Nyquist (1889-1976), pelo que a frequéncia dupla da largura de banda de
um sinal é conhecida por ritmo de amostragem de Nyquist. Tanto Nyquist como Shannon trabalharam nos Bell
Telephone Laboratories, respectivamente nos periodos 1934-1954 e 1941-1952.

25 «dB” designa decibéis. E uma medida logaritmica de amplitude de sinais que foi introduzida em acUstica para
quantificar a intensidade sonora: um sinal de amplitude A tem 20log,, A dB.
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Figura 6.6: Modulo e argumento de v, /v, para o circuito dafigura anterior



