Variaveis Complexas

March 17, 2005

1 Numeros Complexos

1.1 Motivacao
Resolver a equacao
?+1=0 & 2°=-1 (1.1)

vemos que nao existe nenhum x = r € R que satisfaca a equacao. Portanto se faz
necessario estender o conjunto dos reais a um conjunto maior na qual a equacao anterior
tenha solugao. Assumindo que podemos aplicar raiz quadrada em (1.1) obtemos que x =
++1/—1 a qual nao faz sentido no conjunto dos numeros reais, portanto extenderemos este
conjunto a um conjunto maior a equagao (1.1) tenha solugao. Desta forma introduzimos
um novo elemento, que denotaremos por i chamada de unidade imaginéria satisfazendo
i = —1 (informalmente podemos considerar i = y/—1). Assim a equagao (1.1) tem
solucoes x = +i. O novo conjunto que contém os nimeros reais e a unidade imaginaria
sera denotado por C a qual sera chamado de o conjunto dos numeros complexos. E
necessario que este conjunto preserve as propriedades aritméticas dos niimeros reais, isto
é produto e soma de dois elementos de C também deverao pertencer a C, assim a extensao
natural dos numeros reais sera

a =Re(z) :partereal de z

C={z=a+ib:a,becR} { b=TIm(z) :parte imaginéria de z

Claramente os numeros reais r pertencem a C pois r = r 4+ 0z, também vejamos que as

poténcias da unidade imaginaria pertencem a C:

P==1, P=i, =1, =i, ‘=-1,...7"=(=1)", = (-1



1.2 Operagoes aritméticas

Podemos informalmente somar e multiplicar nimeros complexos, vejamos quais seriam os

resultados, se z; = a; + tb1, 20 = as + by, entao

21+ 22 = (a1+a2)+i(bl~|—b2) eC
Z1 29 = Q109+ albgi + bla,gi + bleiQ

= (alag — b1b2) + i(albz + G/le) e C

Portanto podemos estender essas operacoes definindo

21+ 29 = (a1 + 0/2) + Z(bl + bg)
21 Ry = ((Ilag — blbg) + i(albz + agbl)

Pode-se verificar que estas operacoes possuim as propriedades associativa, comutativa e
distributiva. Os elementos neutros aditivo e multiplicativo sao 0 e 1 respectivamente,
o inverso aditivo de z = a +1ib é —z = —a — ib e o inverso multiplicativo (desde que
z # 0) é um numero complexo w tal que zw = wz = 1, assim w pode ser denotada por

w=2"1=1/z. Se w = c+ id para que zw = 1 as contantes c e d devem satisfazer

ac—0bd =1 a —b

ad+be=0 ‘Tetr d_az—i—bQ'
Também podemos chegar a este mesmo resultado procedendo informalmente, isto é,
1 1 a—1ib a — b

2 a+ib a—ib a2+ b2
c C.

a .
21 e

O plano Complexo: Como para determinar um nimero complexo é necessario de
dois numero reais podemos identificar nimeros complexos com pares ordenados reais
através do isomorfismo z = a + ib +— (a,b) entre C e R?. Assim podemos considerar os

numeros complexos como pontos do plano.
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Para z = a + b definimos os seguintes operacoes

Z:=a—1b :conjugado de z

|z| :==Va?+b> :médulo de z
Algumas propriedades destas operacoes:

L [Re(2)] < [z],  [Im(z)] < |z]

2. ztw=ZzZ+4+w, Zw=2zZw, zZ=2
z+z z2—Z

3. R = I =
4 Jzw] = [2]|wl,  [z/w| = [2|/|w], |2] = |z]

, 1 oz
5. |z]* =2z, — = — (desde que z # 0)

z |z

6. |z 4+ w| <|z|+ |w| : Desigualdade triangular

Prova da desigualdade triangular:

|z—|—w|2 = (z4+w)(z+w)
= zZ4zw +wz + ww

= |z* + 2Re(zw) + |w|?

< 2+ 20zljwl] + fwl?
= (2l + wl)®
En que caso |z + w| = |z| + |w| com w # 07

& 2Re(zw) = 2|z||w|
ere () =1
|w |w
< Re (i> =2
w w
>0
w



1.3 Forma polar dos complexos

Seja z # 0, desde que z = x + yi ~ (z,y) Podemos considerar:

r : distancia de z ao origem (r = /22 + y% = |z| > 0)

6 : angulo que z forma com o semieixo real positivo

Entao temos as seguintes identidades

x = rcos(0)

= rsin(6)

Desta forma z pode ser escrito da seguinte forma

z = xz+uy
= rlcos(#) + isin(#)] : Forma polar
O angulo 6 é chamado argumento de z e denotado arg(z) := 6. Como coseno e seno sao
funcoes periddicas de periodo 27, isto é

cos(0 + 2km) = cos(0)

sin(f + 2km) = sin(6) para k€ Z

Assim podemos representar z com varios angulos diferentes, isto é,
z = rlcos(0 + 2km) + isin(f + 2km)]

De esta forma arg(z) ¢ uma fun¢do multivaluada. Se restringimos o valor de arg(z) a um
intervalo semiaberto de cumprimento 27 evidentemente sera univocamente determinado.
Em particular os valor de arg(z) restrito ao intervalo | — 7, ] seré chamado valor principal

do argumento de z e denotado por arg,(z), isto é

arg,: C—{0} — |—m, ]
z — 0

¢ uma funcao univocamente determinada.

Exemplo: Escreva z = v/3 + i na sua forma polar. Fazendo os cdlculos encontramos

quer =2e

V3 = 2cos(h)
1 = 2sin(0)

dai segue que 0 = %+2k‘7r, isto é arg(z) = {(7/6)+2k7 : k € Z}, portanto arg,(z) = 7/6.

Assim
z = cos(m/6) + isin(7/6)
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Foérmula de Mouvre: Observe que se z; = ry[cos(6;) + isin(6;)] e 21 = ra[cos(s) +

isin(fy)] entao
2129 = T172[c0s(61 + 02) + isin(fy + 6)]

logo |z120| = |21]]22| e arg(z122) = arg(z;) + arg(z2). Indutivamente pode-se mostrar que

2129 2y =TT Tplcos(0p + -+ 6,) +isin(0y + - - - + 0,)]
em particular, se z = r[cos(f) + isin(f)] tem-se

2" =r"(cos(nf) + isin(nf)) para n €N

isto é

(r[cos(é’) + isin(@)])n = r"(cos(n#) + isin(nh)) para n €N
de onde obtemos a férmula de Moivre:

(cos(Q) + isin(@))n = cos(n#) + isin(nf) para n € N.
Denotemos por
(cos(#) + isin(h)) := e”
vemos que a féormula de Mouvre pode ser escrita da seguinte forma
[e]" = ¢in®
Tambem pode ser mostrado que as propriedades da funcao exponencial se preservam
pil01+02) _ 01 0

De esta forma polar de um niimero complexo z pode ser escrito como

onde r = |z] e 0 = arg(z).
Exemplo Encontre todas as solucoes de z" + a = 0, onde « > 0.

z=re

M=—a & ™ =—a (1.2)



e =|-a] = M=a = r=a/"

substituindo em (1.2) obtemos

ind - infd _ COS(’I’L@) =-1
ae™ =—-a = " =-1 {sin(n@)—o
2k +1
= nd=02k+ 1), keZ = Qzﬁw, keZ
n
por tanto as solugoes sao
, 2k +1
z=a'"e onde 6, = u kel

para determinar unicamente o angulo de z temos que determinar k € Z tal que —7w <
919 S .

Exemplo Solucoes de 22 +2 =0
Exemplo Seja w € C, encontre as raizes n-ésimas w'/”.

Para z ser uma reaiz n-ésima de w deve se ter 2" = w. Se z = re’? e w = pe’® entdo

M=w & e = pe? (1.3)

e = lplle?] = 1 =p = r=plln

substituindo em (1.3) obtemos

oind _ o cos(nf) = cos(¢)
= { sin(nf) = sin(¢)

2k
S w42 keZ = 0=2TT ez
n
por tanto as raizes n-ésimas de w sao
. 2k
z=p'/me% onde 6 = ¢+ 2km keZ

n

para determinar unicamente o angulo de z temos que determinar k € Z tal que —7 <
Qk S .

Exemplo Raizes n-ésimas da unidade.



1.3.1 Exemplos de conjuntos do plano complexo:

Exemplo Determine o conjunto de pontos |z| < R.

Exemplo Determine o conjunto de pontos Re(z) > —3 e Im(z) > 1.
Exemplo Determine o conjunto de pontos Im(z?) < 2.

Exemplo Determine o conjunto de pontos |Arg(z)| > w/4.

Exercices:

1. Sejam z,w € C e p € R. Encontre a parte real e imaginaria dos seguintes nimeros

complexos
z z—0p 1 1 z z
w' oz4+p z—dp 22 2 |z|
2. Mostre que
(a) z é real se, e somente se, z = Z.
(b) z é imagindrio puro se, e somente se, z = —Z.
(¢) Re(iz) = —Im(z) e Im(iz) = Re(z2).
3. Seja z € C e n, m dois nimeros inteiros, mostre que ‘;—m’ = |z|*~™. Em particular,
(2+3i)5002
calcule (G305 |-

4. Sejam z,w € C. Prove que
|z & w|? = |2 & 2Re(zw) + |wl?
|2+ wl” + |2 — w] = 2(]” + |w]?)
5. Prove que se |z1]| = |22 = |23] = 1 e 21+ 22+ 23 = 0, entd@o 21, 29 € 23 840 0s Vértices
de um triangulo equildtero inscrito no circulo unitario de centro na origem.

6. Sejam z,w € C e p > 0. Prove que
|pz] = pl2|
|zw| = |z||w| (Dica: use a forma polar)
7. Mostre que
[l2] = ]| < |z —wl|
Dé condicoes necessarias e suficientes para ter a igualdade
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

Determine o valor principal do argumento dos seguintes ntimeros complexos

—\/§+\/§i, 1_\/51-7 6137ri/47 3e5mi/4.

Usando a forma polar de um nimero complexo mostre que os valores de <
Sa0:
i/2 se n =2
—1/(2v2) +i/(2V2) se n=3
—1/4 se n=4.

Também determine os valores para n = 5,6,7,8.

Prove que a multiplicagao de um ntimero complexo por ¢ corresponde a uma rotagao

no sentido antihorario de um angulo de comprimento 7/2 do vetor correspondente.

Determine as solugoes de

(a) z* =1 (raizes quartas da unidade)

(b) 2% =i (raizes ciibicas de 1)

, 1 V3 1 i3

(c) z° = 5 + - (raizes quadradas de 5 + T>

Mostre que se a,b € C as solugoes de

—a++Va? —4b
2

Z+az+b=0 sio z= (Dica: Complete quadrados)

encontre todas as solugoes de

2 4+a?+b=0, onde a=-1, b=a?/2

2

Dica: faca z* = w, encontre os valores de w e depois de z.

Faca um grafico do conjunto de pontos z € C tal que

(a
(b

) r < |z— 2| < R, onde zy é uma niimero complexo fixo.
) /(-1 <1

(c) Re(z+1) >a, (a €R)
(d) m/2 <larg(z*)| <
(¢) Re(1—2) = |2

(f)

f) |z—al+|z24+a|=2¢c onde a€eR, ¢>0

141




2 Funcoes de variavel complexa

Uma fungao de variavel complexa é uma func¢ao f(z) definida num subconjunto dos com-
plexos e assume valores complexos. O dominio da funcao sao é o conjunto dos nimeros
complexos para o qual a fungao faz sentido. A imagem da fun¢a@o é o conjunto de niimeros

complexos que assume a fun¢ao. Como f(z) € C para cada z € C, temos que
f(z) = u(z) +v(2)i, u(z),v(z) €R,
Como z =z + yi ~ (x,y) Podemos identificar h(z) ~ h(z,y) assim podemos escrever
f(2) = ulz,y) + ol y)i,  ule,y) = Re(f(2), v(x,y) = Im(f(2)),

Exemplos 1. f(2) =1, Dom(f) ={z € C: z # 0}, Imagem(f) = {w € C:w # 0}

Tz

1 1 1 x—y T — 1y
z x+w THwr—wy x°+Y
f(z) = u(z,y) +iv(z,y)
Entao
__r __Y
U(ZL‘,y)— 1’2—|—y2’ U(l‘,y) $2_|_y2

2.1 Extensoes de funcgoes reais aos complexos

Nesta secao extenderemos algumas funcoes elementares reaias ao conjunto dos complexos.

Assim definimos as seguintes fungoes complexas:
1. Por causa do produto de niimeros complexos, podemos definir Polindmios complexos
p(z) = agt+az+---+a,2", onde ag,...,a, €C
Exercicio: Supondo p(z) = (ap + i) (z +iy) + (a1 + i) (z + iy)?, determine u(z,y) =
—_— O N T

ao z al 22

Re(p(2)) e v(z,y) = Im(p(z))

2. Definimos a fun¢ao exponencial complexa da seguinte forma

e = e®cos(y) +iesen(y), onde z=ux+1iy
%z—)/ %,—)/
Re(e* Im(e?



Que motivou estd definicao? Justificativa: Propriedades de exponencial
o = et
Tl
= €"(cos(y) +isen(y))
= e“cos(y) +ie”sen(y)
Se z fosse real, esta definicao coincide com a fungao exponencial real? SIM: z =
x + 07, da definicao temos que e* := e”.

e* conserva a propriedade e*1*%2 = ¢*1¢*2 da exponencial real? SIM! Verifique!

. Definimos funcoes trigonométricas complexas da seguinte forma

~—

eiz + efiz 6iz . efiz sen(z
cos(z) == —5 sen(z) == ———, tg(z) = cos(2)’

Que motivou esta definicao? Justificativa: definicao de ¢ com 6 € R

e = cos(f) +isen(0)

e = cos(f) — isen(6)
Somando
i0 | ,—if
cos(0) = %

Se z é real estas fungoes coincidem com as funcgoes trigonométricas reais? SIM:
Verifique

Estas fungoes complexas conservam as propriedades das fungoes reais? exemplo:
sin?(z) + cos?(z) = 1?7 SIM verifique!

cos(z) é limitada? NAO, pois tomando z = in com n € N temos que

i(in) —i(in) -n n
cos(in) = c +2€ = 2—i—e nao é limitada

Calcule u(z,y) = Re(sin(z)).

. Definimos as fungoes hiperbdlicas da seguinte forma

z —z z_ =z inh
cosh(z) := %, sinh(z) := %, tanh(z) := %hz)),

Também, poderiamos definir estas funcoes em termos de fungoes trigonométricas,

da forma
cosh(z) := cos(—iz), sinh(z) := —isin(—iz)
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Assim, as fungoes hiperbdlicas podem ter propriedades semejantes as trigunometri-

cas, por exemplo

cosh?(z) — sinh?(z) =1
5. Definimos o logaritmo da seguinte forma

In(z) := In(|z|) +i arg(z),
N—— SN——
Re(In(z)) Im(In(2))
Que motivou esta definicao? Justificativa: Propriedades de Logaritmo. Se z = re'

temos

In(z) = In(re")

Como arg(z) é uma funcao multivaluada In(z) tambem é. Se considerarmos arg,(2)

em lugar de arg(z), temos a fungao In,(2) := In(|z|) +iarg,(z) a qual é chamada de

In(z)

valor principal do logaritmo. Vejamos que e = z mas In(e*) ndo necessariamente

da z. Da definicao temos que
o)  In(lz])+iarg(z)
— eln(|z\)eiarg(z)

— |]eTEE) —

Por outro lado para z = x + iy temos que
In(e*) = In(|e*]) + iarg(e?)
= In(e") + iarg(e”e”)
= x+i(y + 2kn)
= z+42kmi, ke

6. Seja w € C fixo. definimos a funcao potencial

LW . oW In(z)
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Que motivou esta definicao? Justificativa: Propriedades de Exponencial e Logar-
itmo
wo_ eln(zw)

eV In(z)

Observe que esta fun¢ao também ¢ multivaluada. Se considerarmos In,(z) em lugar
In,(z) entdo (z%), := e*™»(*) ¢ unfvocamente determinado e é chamado valor prin-
cipal de z". Observe que (e*)" nao necessariamente coincide com e**, pois usando

a definicao temos

(ez)w _ 6wln(ez) _ ew(z+2kz7ri) _ ezwerkm’ LeZ.

- 9
Exercicios:

1. Resolva os seguintes items

—+w FR )

a) Mostre que €7 = e*e".

(

(b
(c
(d

)
) Mostre que e? = €.

) Mostre que e* é real se e somente se Im(z) = nr para algum n € Z.

) Mostre que € é imagindrio puro se e somente se Im(z) = nm + 7/2 para algum
n € Z.

(e) Mostre que e* = e" se e somente se w = z + 27ni para algum n € Z.

(f) Mostre que |€*| = € onde z = x + 7y.

—z

(g) Examine lim e
Re(z)—>oo

(h) Mostre que todas as solugdes de e = 1 sdo da forma z = +(\/n7 + ir/n7)
onde n € NU {0}

2. Mostre as seguintes identidades

sin(z) = cos <§ — z)
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3 Nocoes topoldgicas no plano complexo

Definimos a distancia entre dois niimeros complexos z, w como sendo
d(z,w) = |z — w|
Propriedades:
1. d(21,22) >0 (positividade) e d(z1,20) =0 < 23 = 29
2. d(z1,22) = d(22,21) (Simetria)

3. d(z1,22) < d(z1,23) + d(z3,22) (Desigualdade triangular)

notacgoes:
B (z9) = {2€C:|z—2)|<r} (Bolaaberta de raio r e centro z)
B.(20) = {2€C:|z—2|<r} (Bolafechada de raio r e centro z)
Sr(z0) = {2€C:|z—2]|=r} (Circunferencia de raio r e centro zp)

Definition 3.1 Dizemos que zy € um ponto interior do conjunto 2 C C se existe € > 0

tal que B(zo) C 2. Denotaremos
int(Q) := {pontos interiores de Q}  Obs: int(2) C

Dizemos que Q2 € aberto se Q0 = int(Q)

Exemplo Q = B,(z) € aberto
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Seja zy € Q devemos encontrar € > 0 tal que Be(z1) C Q. O grdfico indica que debemos

tomar como mdzximo € =r — |z; — 2z|. Assim

w € B(z1) & |w—z|<e
& |w—z|<r—|zxn — 2]
S |w—z|+ |z — 2l <7
= |w—2z|<r
=

w € ()

Definition 3.2 Dizemos que zy ¢ um ponto de aderencia do conjunto 2 C C se para
todo € > 0 tem-se Be(zo) N # 0. Denotaremos

Q := {pontos de aderencia de Q} Obs: Q C
Dizemos que §) € fechado se ) = )

Exemplo = B,(z) € fechado

Definition 3.3 Dizemos que zo € um ponto de fronteira do conjunto 2 C C se para todo
e > 0 tem-se B(z0) NQ # 0 e B(z) N (C — Q) # 0. Denotaremos

0N c

00 := {pontos de fronteira de Q) Obs: { o0 cCT—0

Exemplo Se Q = B,(z) entio 02 = S,(zp)
Theorem 3.4 As sequintes afirmagoes sao verdadeiras
1. Q € fechado se e somente se ) C )

2. Q ¢é aberto se e somente se QNI = ()

Definition 3.5 Dizemos que zy é um ponto de acumulagao do conjunto 2 C C se para

todo € > 0 tem-se (Be(z9) — {z0}) NQ# 0

Exemplo zy =0 € um ponto de acumulagao de Q2 =]0,1] C C.

Theorem 3.6 z; ¢ um ponto de acumulagdo do conjunto §) se e somente se B(zp) N

tem infinitos pontos
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Proof: Tomamos €, = €, como (B, (20) — {z0}) N Q # 0 entao existe z1 # zy tal que
21 € B, (20)NQ = B(20)NQ. Agora tomamos e = |z1— 2|, como (Bey(20) —{20})NQ # 0
entdo existe zo # zy tal que zo € Be,(29) N C Be(zo) N Q. Assim podemos tomar in-
dutivamente uma sequéncia de pontos z, # zy tal que z, € B, (20) N C B(z9) N
(€n = |zn_1—20]). Assim {z1,22,...,2n,...} € um conjunto infinito contido em B.(zo)NS).
O

Definition 3.7 Dizemos que zy é um ponto isolado de §) se existe € > 0 tal que Be(zo) N

Q ={z0}. Dizemos tambem que Q2 € discreto se todos os seus pontos sao isolados.

Exemplo Q = {n+in:n € Z} é um conjunto discreto e Q@ = {1/n+1i/n :n €
Z} UA{0} ndo é. Porque?

Definition 3.8 Dizemos que 2 C C é um conjunto limitado se existe M > 0 tal que
|z| < M para todo z € Q. (Obs: Q C Bp(0))

Definition 3.9 Dizemos que (2 C C é um conjunto compacto se for fechado é limitado.

Exemplo O retangunlo Q = {z=x +iy: x € [a,b], y € [¢,d]} é compacto

Definition 3.10 Dizemos que €2 C C é um conjunto conexo se dados dos pontos z1, zo €

Q existe uma curva continua contida em ) que une esses dos pontos, isto €, existe ¢ :

[a,b] — C continua tal que ¢p(a) = z1, ¢(b) = 22 e ¢(t) € Q para todo t € [a,b).
Exemplo Q= By(0)U Bi(47) ndo é conezo.

Exercicios:

1. Mostre que o retangulo Q = {z = x +iy : x €]0,al, y €]0,b[} € aberto
2. Mostre que Q = {z : |z| > 1} € fechado

3. Mostre que QQ = {i/n :n € N} € discreto

4. Mostre que Q= {z=re" :r €0,1], 0 € [0,7/4]} é compacto

5. Mostre que Q = By(—1) U By(1) € conezo
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3.1 Limites e continuidade

Seja zg € C fizado e f(z) uma fungao compleza definida pelo menos em B,.(zo) — {20}

para algum r > 0.

Definition 3.11 Dizemos que o limite de f(z), quando z se aproxima de zy, € wy € C

e denotamos
lim f(z) = wy
Z—20

se para € > 0 dado € possivel determinar § = (¢, z9) > 0 tal que se

0<|z—z| <0 = |f(z)—wo <e

-~

2€(Bs(20)—{=0}) F(2)€Be(wo)

Exemplo Consideremos a fungio f(z) = 2? + 1, calculemos o limite desta funcao

quando z tende para i:

lim f(2) = lim(2* + 1) = + 1 = 0.

zZ—1 zZ—1

Como a unica forma de provar que 0 € o limite de f(z) quando z tende para i, é atravéz

da definicao, verifiguemos que o cdlculo feito estd certo
22 +1=0] = |22 + 1] = |2° = *| = [z + 1|z — i < (|2] +1)]2 — 1|

se z € By(i) entao |z| < |z — 1| + |i] < 1+ 1= 2. Substituindo na desigualdade anterior

temos
|22 +1—0| < 3|z — i
Logo para € > 0 fizado encontramos 6 = min{e/3,1} tal que se
0<l|z—il<d = |f(z)—0|<e
Propriedades do limite:
1. O limite € unico

2. lim[f(2) £ g(2)] = lim f(z) £+ lim g(z)

Z2—20 z—20 z—20

5.t [7(:)g(e)] = |1 72| | i (2]

2—20 2—20 2—20
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4. lim

z2—20

f(z)] lim, ., f(2)] -

= — , desde que lim g(z) # 0

el e 15,90

Exemplo Determine se f(z) = z/|z| tem limite quando z — 0. Tomemos complezos da

forma z = x 410 entao z — 0 se e somente se x — 0, assim

lir%f(z):lim v 0 im

Ry e L

Dai obtemos valores diferentes quando x se aproxima de 0 por valores positivos e meg-
ativos, portanto o limite nao existe pois o limite € unico. Observe também que, se nos
aprorimarmos por complexos da forma z = 0+ iy, temos que

lim f(2) = i 0—wyi I Yl
11m Z) = 111l —/F = 111 —
z—0 y—0 /02 + y2 y—0 |’y|

e novamente encontramos valores diferentes dos anteriores para o limite quando y se

aprozima de 0 por valores positivos e negativos.

Theorem 3.12 Se lim f(z) = 0 e g(z) € uma fun¢ao limitada numa vizinhanga de zy

z—20
entao
lim [f(z)g(2)] = 0
z—20
=3
Exemplo temos que limzqgw = 0, pois tem-se que
z
z _z?
= Z—
1 1
52
sendo que 1111%2 =0eg(z)= W ¢ limitada numa vizinhanca de 0.
z— z

Theorem 3.13 Sejam f(z) = u(z,y) + w(x,y), 20 = o + iy € wo = a + ib entdo

& { hm(%y)—’(rmyo) u(x> y) =a

lim f(2) = wo lim g ) (@040 v(a,y) =b

2—20
Proof: (=): obtem-se a partir das desigualdades

u(z,y) — al < [f(2) — wo
(@, y) — b < [f(2) — wol

(<): Obtem-se a partir das desigualdade

1/ (2) = wol < u(z,y) —al + |v(z,y) — O]
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Definition 3.14 Dizemos que a fungao f(z) € continua em zy se f(z) € definida também
em 2 e

lim f(z) = f(z0)

z—20
Exemplo A funcdo f(z) =2 +1sez#1i e f(i) =i+ 1 ndo é continua em i pois

lim f(2) = lim(2*" 4+ 1) ="+ 1= ()P + 1= —i + 1 # f(i).

z—1 2—1

Agora a fungio f(z) = 23/(z|z]) se 2 # 0 e f(0) = 0 € continua em 0, pois do teorema ¢

2,2

lim f(z) =limz - — = 0= f(0).

z—0 z—0 z | Z|

Propriedades analogas a de limites podem ser estabilecidas para a continuidade, isto
é, se f(z) e g(z) sao continuas em zy entao f(z) £ g(z) e f(2)g(2) sdo continuas em zy e
f(2)/g(z) também é continua em zy desde que g(zp) # 0. Além disso, decorre do teorema
? que f(z) € continua em zy se e somente se u(x,y) e v(z,y) sao continuas em (xq,Yo),

onde z = x 4+ 1y, 2o = Ty + 1Yo.
Exemplo Sdo funcgoes continuas em todo z € C:

1
REEG

f(z)=2% f(z)=¢ f(z)=1Im(z), f(2)

pois as partes reais u(x,y) e imagindrias v(z,y) de cada uma de essa fungdes sao continuas

para todo (x,y) € R%

Exemplo A fungdo arg,(z) definida em Q = C — {0} € discontinua nos pontos
z=—r comr > 0. De fato, seja z, = re" """ pontos da semicircunferencia inferior
de raio r, claramente z, — —r quando n — oo e

: ) 1
lim arg,(z,) = lim —7 + = # arg,(—r) =,

n—oo n—oo

portanto a funcao nao € continua em —r. Mais ainda, observe que se consideramos

m—1/n)

w, = re' , pontos da semicircunferencia superior de raio r, claramente w, — —r

quando n — o0 €

lim arg,(w,) = lim m — — =T,
n—oo n—00 n

Isto €, nao existe lim argp(z) pois ao aproximarmos de —r por caminhos diferentes ob-
zZ——T

tivemos limites diferentes.

Exercicios:
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1. Determine se existem os sequintes limites

.22 .2
lim——, lim—, lim
z—0 ’Z|2 z—0 2

Rez) ()

20 Z 20 2
2. Determine se as sequintes funcgoes sao continuas em zo = 0
(a) f(z) = 2*/]2]* se 2 # 0 e f(0) = 0.
(b) f(z) = [sin(x)y]/z + i1 — cos(y)] [y se = £ 0 e F(0) = i.
(¢) f(z) = ("= 1)z se 2 0 ¢ f(0) = 1.
3. Determine se a fungio f(z) =In,(z) € continua em zp = —r onde r > 0.

4. Seja f: C — C tal que f(z+w) = f(2)f(w) para todo z,w € C. Mostre que

(a) f(0) =1, [f(=2)=1/f(2), [flz=w)=1=(f(2) = f(w))/f(w)

(b) se f(z) € continua em z =0 entdo € continua em qualquer ponto.

3.2 Funcgoes Analiticas

Uma fungao compleza f(z) cujo dominio contém pelo menos B.(zy) para algum r >0, é

deriwvdvel em zy se existe o sequinte limite
f(z0 + w) — f(20)

lim M = lim .

z—20 =2 w—0 w

Caso o limite exista serd chamada derivada da fun¢dao f no ponto zg e denotada por f'(zp),

1sto €

f/(ZO) — lim f(ZO + w) B f(20> )
w—0 w
Exemplo Vejamos que f(z) = 2% € derivdvel em cada ponto do plano complexo. Seja
zo € C
flzo +w) — fz0) (20 +w)* — 23

= :220+w
w w

Portanto existe

F(z0) = lim f(z0 +w) — f(z)

= 220.
w—0 w

Como zy foi arbitrdrio temos que a derivada existe para todo z € C e f'(z) = 2z.
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Theorem 3.15 Se f(z) é derivdvel em zy entdo é continua em zy.

Prova

Exemplo f(z) = Z ndo é derivdvel em nenhum ponto do plano complezo.

f(z0 + w) — f(20) _ A tw—% w
w w w
Portanto nao existe
. Zo+w) — [(& LW .
lim /(z ) — f(z0) = lim — qualquer que seja zy € C
w—0 w w—0 W

pois tem limites diferentes em caminhos da forma w = o+ 0i e w = 0+ i sendo que o
limite deveria ser inico, logo nao existe f'(z9) pra nenhum ponto zy € C . Observe que a

fungao € continua em todos os seus pontos.

Definition 3.16 Dizemos que a funcao f(z) € analitica em zy se a for derivdvel em

B,(z0) para algum r > 0

Definition 3.17 Dizemos que a funcao f(z) € analitica em Q) se for analitica em todos

os pontos z € ).

Exemplo as sequintes funcoes sao analiticas em 2 = C
p(z) =ag+...+a,2", €, cos(z), sinh(z),

Exemplo A funcio f(z) = ¢ analitica em Q = C — {21, 22, 23,24} onde z, =

' . o2t 416
207/4 2o = 28T/ 2y = 207/ 2y = 2e7B7T/% sG0 0s 4 pontos onde ela ndo estd definida.

3.3 Equacoes de Cauchy-Riemann

Nesta se¢ao mostraremos que a parte real u(x,y) e imagindria v(x,y) de uma fungdo
analitica f(z) = u(x,y) +iv(x,y) satisfazem certas equagoes conhecidas como “Equagies
de Cauchy-Riemann”. Também veremos que tais equacgoes sao suficientes para determinar

a analiticidade de uma funcao complexa.
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Se zo = xg + iy, w =a+1if e f(z) = u(z,y) +iv(x,y) temos que

flzo+w) — f(z0)  ulzo+ a,y0 + ) — ulxo, yo)

w a+ i

(xo + o, yo + ) — v(wo, Yo)

+1

a+if

(3.4)

Supondo que f(z) é derivdavel em zy, vejamos que acontece com esse limite se nos aproxi-

marmos de 0 pelo sequinte caminho w = « +i0. Usando (3.4) temos que

f/(ZO) — lim f(ZO + ’LU) B f(ZO)

w—0 w

« (0%

a—0

— lim [U(xo + a,yo0) — u(zo, Yo) I i“(xo + @, y0) — v(wo, Yo)

= Ug(w0,Y0) + 10z (70, Yo)-

Agora se considerarmos o caminho w = 0+ i3 teremos

f(z) = lim f(z0 +w) — f(20)

w—0 w

~ lim {U(ﬂﬁo, Yo + 3) — u(xo, vo) n Z.U(fvm Yo + B) — v(wo, yo)

i3 i3

1
= ;Uy(%’m Yo) + vy(Z0, Yo)

B—0

= _iuy(l'Oa yO) + Uy(l'o, yO)
Dado que o limite € unico, seque de (3.5)-(3.6) que

U;v(l'(), yO) = 'Uy(x()v y0)7

Uy(xo, Z/o) = _Ua:(x(]a yo)-

Portanto, se f(z) € derivdvel em z = x + iy, entdo satisfaz as equagoes

us(z,y) = vy(z,y),
Uy(l‘,y) = —U$<I',y).

que sao conhecidas como, Equacdoes de Cauchy-Riemann.

(3.6)

Theorem 3.18 Se f(z) = u(z,y) + ww(z,y) € analitica em Q entio u(z,y) e v(z,y)

satisfazem as equagoes de Cauchy Riemann para todo (z,y) € 0, além disso

f(2) = wu(z,y) +ive(2,y)
= vy(x,y)—iuy(x,y)
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O “reciproco” também ¢é verdadeiro:

Theorem 3.19 Sejam u(z,y) ev(x,y), fungdes continuas com derivadas parciais continuas
para todo (z,y) € Q onde Q é um subconjunto aberto de C (ou de R?). Logo, se estas
funcgoes satisfazem as equagoes de Cauchy Riemann para todo (x,y) € €2, entao a fungao

f(z) = u(z,y) +iv(z,y) € andlitica em ).

2

Exemplo Vejamos que f(z) = 2% € analitica em Q2 = C e que f'(z) = 2z. de fato,

f(z) =2 = (v +iy)* = 2° — y* +i 22y,

—_— =~

u(z,y) v(z,y)
logo as fungoes u(x,y), v(x,y) sao fungoes continuas com derivadas também continuas

para todo (z,y) € R?, além disso
uz(z,y) = 20 = vy(x,y)
uy(xay) = _2y = _Ux(xay)v

isto €, satisfazem as Equacoes de Cauchy Riemann para todo (z,y) € R%. Portanto f(z)

€ analitica em C. Além disso
f'(2) = up(z,y) +iv(z,y) = 22 +i2y = 2(z + iy) = 22.

Exemplo A fun¢io f(z) = Re(z) nao é analitica em nenhum ponto. De fato, se
z = x + iy, entao f(z) = x. Assim, u(z,y) = = e v(r,y) = 0 0s quais sao funcgoes
continuas com derivadas continuas, mas, nao satisfazem as equacoes de Cauchy Riemann

em nenhum ponto de C.

Exemplo A fungdo f(z) = |z|? ndo € analitica em nenhum ponto, pois sua parte real
u(x,y) = 22 +y? e imagindria v(z,y) = 0 embora sejam funcoes continuas com derivadas
continuas, as equagoes de Cauchy Riemann somente sao satisfeitas para z = 0, logo f(z)
no maximo poderia ser analitica em 0, mas seria necessdrio que funcao seja derivdvel
numa vizinhanga de 0 o que nao vdlido, pois as equacoes de Cauchy Riemann ndo sao

satisfeitas nessa vizinhanca. portanto a fun¢ao nao é analitica em nenhum ponto de C.

3.4 Forma polar das equacoes de Cauchy-Riemann
Seja f(z) = u(z,y) + iv(z,y) uma fun¢ao complexa, determinaremos as equagoes de
Cauchy Riemann na forma polar. Escrevendo z na forma polar

0

z =1 +iy = re” = rcos(f) + irsin(f),
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temos que

x=rcos(d), y=rsin(f).
—— ——
=z(r,0) =y(r,0)

Assim a parte real e imagindria de f(z) pode ser escrita em fun¢ao de (r,6), isto é

u(r,0) = u(z(r,0),y(r,0)), v(r,0)=uv(z(r,0),y(r0))

e desta forma f(z) pode ser escrita da forma f(z) = u(r,0) + iv(r,0). Vejamos quais
seriam as equagoes de Cauchy Riemann em relagdo as coordenadas (r,0). Usando a regra

da cadeia temos que

ou 3u@ 6’u@

or ~ dzor oyor
0 0
= % cos(d) + a—z sin(#).
Andlogamente
% = —a—zr sin(6) + g—Z'r’ cos(0)
Agora usando as equacgoes de Cauchy Riemann @ = @, @ = —@ temos que
or 0Oy Oy ox
% = g—Zr sin(0) + %r cos(0)
=7 g—Z sin(6) + % cos(0)
~ Ou
~ "or
isto €
Ju  Ov
r—=—.
or 00
Procedendo de de forma andloga, também podemos obter, que
ov ou
r—=—-—.
or 00

As duas equacdes anteriores sao as equacgoes de Cauchy-Riemann na forma polar.

Exemplo Determinemos os pontos onde a funcdo f(z) = z° € analitica. Deter-

minemos as partes real e imagindria de funcio em termos de (r,0). Sendo que z = re®,
temos que
f(2) =1’ = 1 cos(50) +ir’ sin(560) .

—_—
u(r,0) v(r,0)
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Claramente as fungoes u(r,0) e v(r,0) sao fungoes continuas com derivadas parciais

continuas, vejamos se tais funcgoes satisfazem as equacoes de Cauchy Riemann:

ou  _ 5 v o _ 5. _ Ou
o = 5r° cos(50) = 50" "9y = br°sin(50) = ~5g"

Dai seque que f(z) € analitica em todo o plano complexo.

3.5 Funcgoes harmonicas

Dizemos que uma func¢do de duas varidveis h(zx,y) continua com derivadas parciais continuas
até de sequnda ordem € harmonica num conjunto @ C R? se

0*h 0*h
@(x,y) + a—yQ(I,y) =0 para todo (z,y) € Q.

0% 02

Se denotarmos com A = W_I_W ao operador laplaciano, temos que h(z,y) é harmaonica
T Y

se

Ah(z,y) =0 para todo (x,y) € Q.

Theorem 3.20 se f(z) = u(x,y) +iv(x,y) € analitica em Q entdo u(zx,y) e v(z,y) sio

fungoes harmonicas em €.

Proof: Como f(z) € analitica em Q, temos que u(x,y) e v(x,y) satisfazem as equagies

de Cauchy Riemann, isto é

ou Ov ou v
a—x—a_y, 6_3/__8_967 V(I,y)EQ

Deriwando a primeira equagao em relacao a x e a sequnda equagao em relagcao a y temos

que

0%u 0%v d%u 0%v

o2 oxdy’ Oy Oydx’

, N , 0%v 0% ‘
assim, somando estas equacgoes e em vista que = conluimos que
Oxdy  Oyor
0%u 0%u
Au=—(x,y) + =—=(z,y) =0, V(x,y) € Q.
2 (V) ayQ( ) (z,y)
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Definition 3.21 Duas fungoes harmonicas u(z,y), v(z,y) em Q sdo ditas harmoénicas
conjugadas se a funcao f(z) = u(x,y) + w(z,y) € analitica em Q.

Pergunta: Dada uma fun¢ao u(x,y) harmonica € possivel encontrar uma harmonica

conjugada v(z,y)?

Theorem 3.22 Se u(x,y) € harmonica em Q = B,(0) entdo é possivel determinar uma

harmonica conjugada.

Proof: Precisamos encontrar uma fun¢do v(x,y) tal que junto com u(x,y) satisfagam
as equacoes de Cauchy-Riemann, isto € u, = vy € uy = —v,. fizando = e integrando a

primeira equacao em relagcao a sequnda componente temos que
y y
/ uz(x,s)ds = / vy(z, ) ds
0 0
= ’U(.CE, y) - U<x> 0)
Por outro lado, temos que
v(z,0) = / v5(s,0) ds +v(0,0)
0
= —/ uy(s,0) ds+ v(0,0).
0
Das equagoes anteriores, encontramos que
y
v(z,y) = / ug(z, ) ds + v(zx,0)
0
Y T
= / uz(z,s) ds —/ uy(s,0) ds + v(0,0).
0 0
Portanto as fungoes candidatas a ser os harmonicos conjugados de u(x,y) sao da forma
Y T
v(z,y) = / uz(x,s) ds — / uy(s,0) ds+C
0 0

onde C' é uma constante real qualquer. Agora, basta verificar que esta fungdo v(z,y) jun-
tamente com u(x,y) satisfacam as equagoes de Cauchy-Rieman em € para conluir que

f(z) = u(x,y) +iv(z,y) € analitica em Q. O

Exemplo Determinemos um conjugado harménico para a fungdo harménica u(x,y) =

2?2 —y2. Uma tal funcio v(x,y) deverd satisfazer
Uy = 20 = Uy, Uy = —2Y = —,.
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Da primeira equacao, temos que

v(z,y) = 2wy + f(z)

onde f(x) serd determinada posteriormente. Derivando esta expressio em relag¢ao a x,

temos que
vy =2y + f'(x) = —uy =2y

de onde conluimos que f'(x) = 0, portanto f(x) = C, C constante. logo, 0s conjugados

harmoénicos de u(zx,y) sao da forma
v(z,y) = 2xy + C.

Exercicios:

1. Usando a defini¢cao de derivada mostre que a derivada de f(z) = 1/z € f'(z) =
—1/2% para todo z # 0.

2. Determine os pontos do plano complexo onde as sequintes fungoes nao sao analiticas

Re(z), Im(z), €, |of, Iny(2)

3. Determine os pontos onde as sequintes fun¢oes sao analiticas

f(z) = |2]* + 2izIm(2)
z
flz) = FEENE

f(z) = 2zRe(z) —|2|?

4. seja a € C, mostre que f(z) = e** € analitica em Q = C. Prove que f'(z) = ae®®

ou ov
. / _ v U
usando a formula f'(z) = pe (x,y) + i (z,y).
5. Prove que
sin’(z) = cos(z), cos'(z) = —sin(z), sinh’(z) = cosh(z), cosh’(z) = sinh(z)

6. Seja f(z) definido num conexo 2 tal que f'(z) =0, Vz € Q. Mostre que f(z) = C,

Vz € Q para alguma constante C' € C. A conexidade é necessdria?
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7.

10.

11.

12.

15.

1.

4

Seja f(z) = u(x,y) + iv(x,y) analitica para todo z € Qy tal que f(z) € Qp. Vz € 4
e g(w) = U(u,v)+iV(u,v) analitica para todo w = u+iv € Qy. Mostre que usando
as equagoes de Cauchy-Riemann que h(z) = g(f(z)) € analitica em Q4

Sejam u(zx,y) e v(x,y fungoes com ate primeira derivada continua em @ C C.

0 0
Prove que f(z) = u(x,y) +iv(z,y) € analitica em w se e somente se 2 +i—f =0,

or 0Oy
Vz=1xz+iy~ (z,y) €Q

Seja f(2) = u(z,y) + iv(z,y) analitica em z = re?. Se u(r,0) = u(z,y) e v(r,0) =

v(z,y) onde x = rcos(f) ey = rsin(f) mostre que

v
or 87"008 8rsm
ov ov ou .

% = ECOSH—ESIHQ.

Usando estas equagoes mostre que f'(z) = (g—;f + i%) e .

n

Seja n € N, mostre que f(z) = 2" € analitica em Q = C. Usando a férmula

f1(2) = (2 +i92) e, mostre que f'(z) = nz""'.

Mostre que In,(z) € analitica em Q@ = C — Ry onde Ry = {x € R: z <0}. (Dica:
Use a forma polar das Equagoes de Cauchy Riemann). Além disso, use a formula

f(z) = (% +i9%) e, para mostrar que In(z) = 1/z.

Encontre relagoes entre os coeficientes a, b, ¢, d de tal forma que as sequintes fungoes

sejam harmonicas

u(z,y) = ax® + b’y + coy®* + dy®, u(x,y) = esin(bx), u(z,y) = e cosh(br).

Se v(z,y) € um conjugado harménico de u(x,y), mostre que u(x,y) é um conjugado

harménico de —v(x,y).

Seja a € R. Verifique que a fungdo u(z,y) = e cos(ay) é harmonica em 2 = R? e

encontre um conjugado harmoénico para esta funcao.

Integracao Complexa

Definition 4.1 Dizemos que C C C € uma curva de extremos P e ) se existe uma

fungao continua v : [a,b] — C tal que

C={y(t) =x(t) +iy(t): t € [a,b], ~(a) =P, ~(b)=Q}
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Neste caso y(t) € dita uma parametrizagcio de C e a orienta¢do da curva serd aquela em

que y(t) estd sendo percorrida, isto €, de P até Q).

Por —C denotaremos a mesma curva anterior com a diferenca que ser percorrida
em sentido contrdrio, isto €, de () a P, neste caso podemos parametrizar esta curva da

sequinte forma
—C ={m(t) =y(~t) : t € [-b, —a|}

Obs: A parametrizacao de uma curva nao € unica, por exemplo, a curva de extremos

P =0 ¢eQ =2+ 4i atravéz da pardbola y = x*, pode ser parametrizada pelas fungoes

(t)=t+it>: t €]0,2]}
(t) = +it*:t e [0,vV2]}
(

Yo(t) = te! +it?e* : t € [0,b], ondeb € tal que be’ = 2}

~
i1

aQ O a

- {
=
= {

Definition 4.2 Dizemos que C € uma curva simples se alguma parametriza¢ao y(t) €
injetiva. A curva e dita fechada se seus extremos coincidem. A curva serd dita fechada

simples se for fechada e a parametrizacao v : [a,b] — C for injetiva em [a,b].
Exemplo
1. A curva C = {y(t) = cos(t)e" : t € [0,47 + 7/2]} ndo é simples nem fechada
2. A curva C = {y(t) = " : t € 0,27]} € fechada simples
3. A curva C = {y(t) = " : t € [0,4n]} € fechada mas ndo ¢ simples

De acordo com um teorema famoso devido a Jordan, toda curva fechada simples C
divide o plano complexo em duas regioes tendo C como fronteira, uma regiao interior, €2,
limitada e outra exterior, C — Q, ilimitada. Além disso ambas regioes sao conexas, mais

ainda, a regido interior € conexo simples (veja defini¢ao embaizo).

Definition 4.3 Dizemos que un conjunto conero w € conexo simples se o interior de
toda curva fechada inscrita em ) esta contida em ). Isto €, € um conexo que nao tem

buracos.
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Definition 4.4 Seja v : I — C, onde I € um intervalo da reta. Dizemos que ~y(t) €
diferencidvel por partes em I, se for continua e 7'(t) for continua exeto num nimero

finito de discontinuidades ty,...,t,, e em cada discontinuidade os limites

y(t) = lim y(t), () = lim (t)

t—tf t—t]
existem.

Exemplo A funcgdo v(t) =t +ilt| com t € [—1,1] € diferencidvel por partes, pois é

continua e

o [ 1—=1i se te]-1,0]
7(t>_{1+i se t€|0,1]

sendo que € discontinua t = 0 (nao estd definido), mas os limites v'(07) = 141, 7/(07) =

1 — ¢ existem

Seja y(t) = z(t) + iy(t), t € [a,b] uma curva no plano complexo (na verdade é uma
parametrizacdo de curva, mais abusando da linguagem a chamaremos de curva). Defini-

mos a integral de curva como sendo

j{bq(t)dt:::jiba(t)dtﬁ-ijiby(t)dt

Entao sao vdlidas as as sequintes propriedades: se y(t),((t) sao duas curvas definidas no

intervalo [a,b] e ¢ é uma constante complexa entdio

LLZ@+«ﬂﬁ:A%@ﬁ+iz@ﬁ

QZAZ%Uﬁ:cl%@wﬁ

[0 il < | (1) d

Prova do item 3:

3.

b
/ y(t) dt =7re? com r>0

entao



Tomando parte real em ambos membros temos
b .
ro= / Re(e (1)) dt
ab |
< [letmla

b
< / (1)) dt

/abw) i =rs/ab|v<t>|dt

4.1 Comprimento de uma curva

1sto é

Seja C e uma curva parametrizada por v : |a,b] — C. Consideremos P = {a = tg <
ty < -+ <ty = b} uma particao de [a,b] e denotaremos com ||P|| := max{t; —t;_1 :i =
1,...,m}. Consideremos a poligonal de vértices y(to),y(t1),...,v(tm), entdo o compri-

mento da poligonal € dado por

(P) = Iy(t) = A(tk-a)l-

k=1

Obs: Se P e Q sao duas particoes de [a,b] tal que P C Q entdo
U(P) < UQ)
Definition 4.5 Definimos o comprimento da curva C como sendo

((C) :=sup{l(P) : P é uma particao de [a,b]}

Theorem 4.6 Se C e uma curva parametrizada por 7 : |a,b] — C diferencidvel por

partes, entao

b
() = / /(1)) dt
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Proof: Seja P uma particao arbitrdria, consideremos Q = {a =tg <t; < --- <t,, =b}
uma particao tal que P C @ e contém as descontinuidades de ~'(t) entao
(rP) < Q)
= Z [v(te) — Y(tk-1)]
k=1
m tr
- | e
k=1 |/ tk—1
m th
<> [ ol
k=1 " th—1
b
= 7' (8)] dt
entao
b
p) < [ ol (@.7)

Agora assumamos que v'(t) € continua em [a,b]. Assim

[rionm-$3[" 1

(t)] dt

Tomando Ty, € [tg—1,t] tal que |¥'(mi)| = max{|y(t)| : t € [tx—1,tx]} temos que

b
/ /()] dt

<

NE Ms

IN

<

NE

1Y (7| (tk — tr1)

S
I
—

Ms

/ o
/ 7 dt+/t:kl (' () =~/ (1)) dt

(v(t) = Y(tsr) + / () =) dt

th—1

i
I

=
Il
—

i
I

m

[y (k) — v(tk-)| + Z/t k 1V (Tk) =~/ (t)] dt
) + Z/

NE

i
I

"(t)] dt

Como 7/ (t) € continua em [a, b] entdo é uniformente continua, logo dado € > 0 existe 6 > 0

tal que se |y (t)—+'

(s)| < € para todo t, s tal que [t—s| < §. Assim escolhendo uma parti¢dao

31



tal que ||P|| < 0 temos que |T —t| < 0 para todo t € [ty_1,tx] entdo |¥'(mx) — 7' (t)| < e.

Voltando a nossa equagao temos que

[ rora < apyeydo -t
< UP) +e(b—a) (4.8)

De (4.7) e (4.8) concluimos que

b b
/ /(8)] dt = sup{((P) : P ¢ uma particio de [a,b]} = ((C) = / (8] dt
O

Definition 4.7 Seja C uma curva contida em €2 C C de extremos P e () parametrizada
por z(t) = z(t) + iy(t), a <t < b, diferencidvel por partes, com extremos z(a) = P e com
2(b) = Q. Entdo a integral complexa de uma fungdo complexa continua f : Q C C — C

ao longo de C no sentido de P a QQ é
/Cf(z) dz = /PQ f(z)dz = /abf(z(t))z'(t) dt
Obs: Se f(z) = u(z,y) + ww(x,y) entdo

f(z)dz = (u—+iv)(dx+ idy)
= udr — vdy + i(udy + vdzx),

/Cf(z)dz:/Cudx—/cvdy+i{/cudy+/cvdx}.

b
Lembre que a defini¢ao de integral de linha: /udx = / u(x(t),y(t))x' (t)dt.
C a

1sto é

Exemplo Seja C = {z(t) = e" : t € [0,27]} entdo

1 2m 1 . 2w 1 - .
1. [ =dz= —2(t) dt = —ie" dt = 2mi
¢ o 2(t) o €

2 2m . 2r ei(nJrl)t L
2. /z” dz = / 2"(t)2'(t) dt = / eie dt = z/ Dt gt — =0
¢ 0 0 0 n+11lo
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independencia da parametrizagao: Seja z(t), t € [a,b] e suponhamos quet = h(s)
onde h : [e,d] — a,b é crescente sobrejetorra e com deriwada continua, denotemos con

29(8) = z1(h(s)) assim

C=A{z(t):t€la,bl} ={z(s):s€[ed}

Mostraremos que

[sra:= [ s a= [ e a

Prova: Fazendo a mudanca de varidveis t = h(s) temos

/le )z (t) dt = /le A (s ds—/f22 )29 (s

Propriedades: se f(z), g(z) sdo duas fungoes complexas entdo

. /Cf(z)—i—g(z) dz:/cf(z) dz—i—/cg(z) i

2. k/f(z) dz:/kf(z) dz, para k € C
c c

) z)dz = — z) dz

s [ reaz== [ 1)

4. /f(z) dz= [ f(z)dz+ [ f(z)dz, para C =CyUCy
C Cy Ca

Seja C = {z(t) = x(t) + iy(t) : t € [a,b]}, denotaremos com

/f dz] = /f (1)) dt

Usando esta defini¢ao temos que

/C|dz| - /ab|z’(t)| dt = £(C).
< / £(2)]

Theorem 4.8

z) dz
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Prova:

f(z) d=

c

Obs: Note que se |f(z)| < M para todo z € Q e C € uma curva inscrita em €2, entdo

/C FE Az < M / dz]
M(C)

<

Theorem 4.9 Se f : Q@ — C € continua e possui uma primitiva F : Q@ — C, isto
¢ F'(2) = f(2) para todo z € ), entao para toda curva continua e C* por partes de

extremos P e () tem-se
Q
| 10 = P - F(p

Proof: Seja z : [a,b] — C uma paramerizagio continua e C* por partes de uma curva
de extremos P = z(a) e Q = z(b). Entao

CIFG0)] = F0)0) = F:0)0

[ e = [semzoa

entao

O

Exemplo A funcao f(z) = 1/z ndo tem uma antiderivada em nenhum conjunto que
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contenha uma vizinhanca da origem exeto a origem. Para provar isto, suponhamos o
contrario: Seja F(z) uma antiderivada de f(z) = 1/z no conjunto 2 que contém uma
vizinhanga da origem exeto a origem, consideremos a curva C = {re" : t € [0,27]} com

r > 0 pequeno de tal forma que C C ®. Entao, pelo teorema anterior deveriamos ter

(2 = P = P = FO) ~ F1) =0

Mas, se usamos a definicao de integral teremos

d 27
/ / —tme” t = 27,
c ret

A qual contradiz o fato de 1/z ter uma antiderivada numa vizinhan¢a da origem.
Obs: In,(z) € uma antiderivada de 1/z no conjunto C —{x € R : z < 0}.

Exercicios

1. Determine uma parametrizacao de cada uma das sequintes curvas

(a) Segmento de Reta de extremos P =0 e Q =2+ i.

(b) Segmento de Reta de extremos P = —1+2i e Q =1+ .

(c) A circunferéncia de centro 1 —1i e raio 2.

(d) O pedaco de pardbola y = x* + 1 de extremos P = —1+2i e Q = 2 + bi.

(e) A elipse 2(x — 1)? + 3y* = 6.

(f) O pedago de hipérbole y =2+ 1/x de extremos P =1+ 3i e Q =2+ (5/2)i.

2. Determine que curvas F(x,y) = 0 representam cada uma das sequintes parametrizagoes

(a) f(z)=si ( ), C= segmento de reta de P =0 a Q = 1.

(b) f(z)= = circunferéncia unitdria no sentido antihordrio.

(c) f(z) = 2% C= pardbolay =2*> de P=0a Q =1+1.

(d) f(z) = = 0s lados do triangulo de vértices 0,1,i no sentido antihordrio.
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4. Seja C = S, (z)) ={z € C: |z — 2| = r} orientado em sentido antihordrio, mostre

1 g — 2w se n=1
clz—z)r " 10 se n>2 neN

5. Calcule /z dz, de P=0 a Q =1+1, atravéz da curva
C

que

(a) Retay =z
(b) Pardbola y = x*

As integrais coincidem?
6. Calcule [,|z|* dz onde C € uma das sequinte curvas

(a) C; = Segmento de Reta de 0 a 2 e segmento de Reta de 2 a 2 + i,
(b) Co = Segmento de Reta de 0 a i e segmento de Reta de i a 2+ i.

As integrais coincidem?

7. Calcule as sequintes integrais

/2 2v/7 1+
/ z cos(z) dz, / zsin(z?) dz, / cosh(z) dz.
0 1

VT —7i
5 Os teoremas de Cauchy

Nesta secao abordaremos alguns dos resultados mais importantes da integracao de fungoes
liti lad Cauchy* It licago dent to tedri
analiticas formuladas por Cauchy”, a qual tem aplicagoes sorprendentes no aspecto tedrico
e prdtico. Antes de enunciar tais resultados recordemos um dos teoremas mas importantes
do cdlculo de fungoes de vdrias varidves conhecido como: o Teorema de Green ou teorema

da divergéncia no plano:

Theorem 5.1 (Teorema de Green) Seja Q@ C R? abeto e conexo simples e sejam
P(z,y) e Q(x,y) fungoes com derivadas parciasi continuas ate de primeira ordem em

Q. Entao para qualquer curva fechada simples C inscrita em ) temos

/L(%‘%) dxdy:/C(deJery)

sendo que R € a regido interior a C e a curva € percorrida no sentido antihordrio.

Imatematico ...
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Theorem 5.2 Seja f(z) analitica num conjunto 0 aberto e conexo simples. Entao

/cf(z) dz=0

para qualquer curva fechada simples iscrita em ().

Proof: Assumiremos que f'(z) € continua. O caso sem esa hipdtese foi mostrado por
Goursat cuja demonstragao é mais complexa. Seja z(t) = x(t) + iy(t) a parametrizagdo
de C. escrevemos f(z) = u(z,y) +iv(x,y). desde que f'(z) é continua as fungoes u(x,y)

e v(x,y) possuim derivadas parciais continuas de primeira ordem. Agora

f(z)dz = (u+iv)(dz+ idy)
= (udzx — vdy) + i(vdz + udy)

entao pelo Teorema de Green temos que

/cf(z) dz = /(uda: — vdy) —H’/(vd:v + udy)

C c

ov  Ou . ou Ov
=0 =0

= 0

O
Exemplo Consideremos as circunferéncias C; = {z € C: |z —2i| =1}, Cy = {2z € C:
|z| = 1} percorridas no sentido antihordrio. Entdo aplicando o teorema de Cauchy

dz

c ?

=0,

pois Cy esta inscrita numa regiao conezxa simples onde 1/z € analitica. Por outro lado, nao
podemos aplicar o teorema de Cauchy para calcular a integral na curva Cy pois a curva nao
esta inscrita em nenhum conjunto conexo simples onde a func¢ao 1/z é analitica. Usando

a definicao de integral podemos encontrar que

dz
— = 2m.
Ca <
Corollary 5.3 Se f(z) é analitica num conjunto 2 aberto e conexo simples entdo a
integral de f(z) numa curva contida em Q de extremos zy € z so depende desses pontos e

nao da curva.
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Proof: Sejam C; e Cy duas curvas simples diferentes que coincidem nos extremos zg, z

entao, se consideramos a curva fechada C = C; U (—Cs), pelo teorema de Cauchy tem-se

0 = /Cf(z)dz

= [ fR)dz+ | [f(z)dz
C1 Ca

= [ fR)dz— | [f(z)dz
Co

C1
1sto é

| @ dz= [ sz
C1

C2

Exemplo Considere C; uma curva poligonal que inicia no ponto 1, passa pelo pontos
1+ 2i, =1+ 3i ate o ponto —1. Calculemos ?Z Consideremos a curva Cy = {z(t) =
e . 0 <t <, entdo, as curvas C; e Cy tem OSClmesmos extremos iniciais e finais e estao
dentro de um mesmo conjunto conexo simples onde a fungdo 1/z € analitica, por tanto

pelo coroldrio anterior tem-se

dz dz Tiett
_— = _— = " = 17T.
C1 z Co z 0 €

i

Observe que a curva C3 = {z(t) = e ™ : 0 <t < 7 tem os mesmos extremos iniciais e
finais que Cy, mas neste caso nao pode ser usado o Coroldario anterior, pois ambas curvas

nao estao dentro de algum conjunto conexo simples onde 1/z seja analitica.

Theorem 5.4 (Teorema de cauchy em abertos multiplemente conexos) Seja ()
um congunto aberto que contém as curvas fechadas simples Cy,Cy,...,C, orientadas no
mesmo sentido talque Cy,...,C, estao no interior de Cy e C; e C; sao exteriores um ao
outro para todo i # j, i,5 =1,...,n. Se f(z) é analitica em Q que contém o interior de

Co exeto talvez em regioes §2; interiores a C; para i =1,...,n entao
f()dz= | f(z)dz+---+ | f(2)dz
Co ) Cn

Exemplo Seja C uma curva fechada simples que envolve a origem entao

1
/—dz:2m',
c R
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sendo que a curva € percorrida no sentido antihordrio. De fato, Considerando a curva
={z(t) =re", 0<t<2r} conr >0 de tal forma que C e Cy nio se intesetem, pelo

teorema de Cauchy para conexos multiples temos que

1 1 27 1 27
/—dz:/—dz:/ —z’(t)dt:/ i dt = 2mi
c? e o 2(t) 0

Exemplo Seja C uma curva fechada simples que envolve os pontos +i entdo

2
: dz = 4mi,
CZQ+1

sendo que a curva € percorrida no sentido antihordrio. De fato, Considerando a curva
Ci={xn(t) =i+mret, 0<t<2n} Co={zmt) = —i+mre, 0<t< 27} con

ri1,ry > 0 pequenos de tal forma que C, C; e Cy nao se intesetem, pelo teorema de Cauchy

para conexos multiples temos que

2 2 2
/2Z dz :/ : dz+/ : dz
cZ +1 C122+1 CQZz‘I—l
1 1 1 1
- [ () e [ () @
G \Z—1 Z+1 o \Z—1 2z+1
dz dz dz dz
= -+ -+ -+ 5
o Z—1 o, # 1 Cy X0 c, # T 1
—— ——— N — N —

=2m =0 =0 =2

Theorem 5.5 Seja f(z) analitica num conjunto 2 aberto e conexo simples, entao qual-

quer primitiva desta funcao é dado por
_ / fw) dw+C, VzeQ (5.9)
0
onde zy € Q) € fizado e C' é uma constante.

Proof: Primeiro vejamos que F(z) dado por (5.9) é uma primitiva de f(z). Seja z € Q

F(z+hf)L—F(Z) _ %{ Z:Mf(w) dw—/z:f(w) dw}

1 z+h

= 7 f(w) dw

entao

Ezercicio: se g(z) analitica num conjunto Q aberto e conexo simples e zy € ) mostre que

zo+h
lim — / ) dw = g(z0)

h—0 h
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Dai seque que

lim F(z+h)— F(z)
h—0 h

= f(2)

Portanto F'(z) = f(z) Vz € Q. Seja agora F(z) uma primitiva qualquer de f(z)

mostraremos que F'(z) € da forma (5.9). consideremos

G(2) = F(e) ~ [ flw) dw
entao
G(z)=F(2)— f(z)=0 VzeQ
Entao G(z) = C, ¥z € Q para alguma constante C' € C. Portanto

F(z):/zf(w)dw—l—(], Vz e

Exemplo Calcule uma primitiva de f(z) = z. Usando o teorema anterior qualquer

primitiva dessa funcao é dada por
F(z) = / wdw+ C
0

usando a parametriza¢io w(t) = zt com t € [0,1] da reta que une a origem com z temos

que
1
F(z) = / w(t)w'(t) dt + C
° 1
= 22/ t2dt+C
0
2
z
= 3 +C
Exercicios:

1. Seja C a circunferéncia unitaria de centro na origem. Calcule a integral fc f(z) dz,
sendo que a curva € percorrida no sentido antihordrio. Use o teorema de Cauchy

nos casos que seja Possivel.

_1—2 1

fR) =z [flz) =€, [(2) f(z) = Iny(2).
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2. Seja C a circunferéncia de raio 3/2 e centro na origem. Calcule as sequintes integrais

constderando que a curva € percorrida no sentido antihordrio

/z+1 i /22—|—z—|—4d2
CZ2+2Z ’ I Z3+4Z '

Dica: Decomponha o integrando em fragoes parciais e calcule cada uma das integrais

resultantes.
3. Seja 2 C C um conjunto aberto e conexo simples. Mostre que
/ f(z)dz=0
c
para toda curva C fechada simples inscrita em ) se e somente se
/ f(2) dz := integral em uma curva de extremos P e Q)
P
depende somente de os extremos P e () e nao da curva.

4. (i) seja g : R — R uma fungdo continua e ty € R. Mostre que

to+h
lim — / ) ds = g(to)

h—0 h

(i1) seja Q@ C C um conjunto aberto conexo simples, g : Q@ — C uma fung¢ao analitica

zo+h
g [ =t

h—0 h

e zp € 2. Mostre que

Theorem 5.6 (Formula integral de Cauchy) Seja f(z) analitica em S aberto e conexo
simples. Entao, para qualquer curva fechada simples C inscrita em ) e zg um ponto inte-

rior a C tem-se

S dz = 2mif(z0)

c* %0

sendo que a curva € percorrida em sentido antihordrio.

Proof: Consideremos C, = S,(29) com 0 < r < ry positivo tal que C,, esteja no interior
de C. Entao, pelo teorema de Cauchy para multiplemente conexos, temos que

e, e

cR— X CTZ_ZO

_ 1 f(2) = f(20)
- f(ZO)/TZ—ZO dz + CTZ——ZodZ

£~ 1) .

= f(z0)2mi +
C, zZ— 20

41



para qualquer 0 < r < rq. Cosideremos agora a funcao

f(z)=f(z0)
Flz) = = se z#0
f'(z0) se z =z

entio F(z) é continua em ), por tanto |F(2)| < M para todo z € B, (). Agora

[ %ﬁj” dz‘ /C P
/ F(E) i

<
< 2Mmnr
portanto
r—0 C, Z— 2
Tomando limite em ...quando r — 0 obtemos o resultado desejado. O

Exemplo Consideremos as curvas fechadas simples C; = {z(t) = 7+ 3me' /4,

t <2m}, Co={z(t) =7 +me"/3, 0<t <2}, calculemos

sin(z) sin(z) / sin(z) / sin(z)
d ——d ——d ——dz.
/61 z—1/2 - /(322—71'/2 - e, 2 —3m/4 - e, 2 —3m/4 :

Usando a formula integral de Cauchy, temos

/cl ZSTSTZ/)2 dz = 2misin(mw/2) = 2mi.

Pelo teorema de Cauchy, tem-se que

sin(z) B
/CQZ—W/Q dz = 0.

Usando a formula integral de Cauchy, temos

sin(z) o o -~ ,
/C1 P w7 dz = 2misin(37/4) = 2misin(n/4) = V/2mi.

Usando a formula integral de Cauchy, temos

/C2 ZS_IH—?E;)/ZL dz = 2misin(37/4) = V/2mi.
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Exemplo Vejamos como encontrar a integral de F(z) = ao longo da circun-

6Z
22472
feréncia C, de centro imw/2 e raio , no sentido antihordrio. Usando a féormula integral de

Cauchy tem-se

/—26 dz—/—e/(z—ijm)dz%m c =—1.
c 2+ m? c Z—im i+ T

obs: A formula integral de cauchy fornece uma outra forma de escrever a fungao f(z)

)_%/cw(iuld

onde C € uma curva fechada simples que envolve z.

da forma

Theorem 5.7 % Se f(z) € analitica num conjunto 0 aberto e conexo simples, entdo possui

derivadas de todas as ordens as quais também sao funcoes analiticas em ). Além disso

f(”)(z) _ n_‘/c f(w) dw

270 Jo (w — z)nHl

onde C € uma curva fechada simples inscrita em Omega envolvendo z sendo percorrido

no sentido antihordrio.

o = [

= /f dw (se a derivada conmuta com a integral)
27m dzn |w—z

Obs: Se zy € um ponto interior a curva fechada simples C e f(z) € uma fungao
analitica num conjunto aberto e conexo que contém C, entao

[ e O 4z =2 oz

z— ZO)nJrl

2Este teorema pode ser generalizado para f(z) e C uma curva de comprimento finito ndo necessaria-
f(w)

C w—=z

ordens para todo z ¢ C. Alem disso, F")(z) = n! Je W dw.

mente fechada, no seguinte sentido: a fungao dada por F ( ) =

dw possui derivadas de todas as
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Exemplo Consideremos C uma curva fechada simples que tem zo = 0 no seu inte-

/C%Z;)dz:().

para toda func¢ao f(z) analitica num conjunto aberto e conexo simples que contem C.

rior, mostremos que

Denotando com F(z) = f(z?), claramente estd fungdo é analitica nos pontos onde f(z) €

analitica, alem disso F'(z) = f'(2%) - 2z. Aplicando o teorema anterior temos que

P C I
/c = dz_/c(z—O)Qd = 1!F(O)—O.

Exemplo Determinemos a integral da funcdao f(z) = 1/(42* + 1)? a longo da cir-
cunferéncia unitaria C de centro i, percorrida no sentido antihordrio.

fy= L L _Y@e+i? 1A@:+o_ h()
@z— PR+ (@z—i  (z-i/27  (z-i/2

Como a funcao h(z) = 1/[4(22+1)?] € analitica num conjunto aberto e conexo que contem

C, pelo teorema anterior temos que

1 B h(z) _@,Z_ 2 [ 1 T
/C(4z2+1)2 dz_/c(z—z/zy dz = 1! Pif2) = 1! ( (2[@/2]+z)3)_4'

Corollary 5.8 (Estimativa de Cauchy) Se f(z) é analitica em Br(zo) tal que | f(2)| <
M para todo z € Bgr(z) entdo

Mn!
FP0) < T nEN

Proof:
n! 1f(2)]
f(”) Z < —/ ——  ldz
’ ( 0)| ot Sn(z0) |Z _Zoln+1 ’ ’
' M
< - dz|
27'(' Rn+1 SR(ZO)
Mn)
<
S hn

Definition 5.9 Dizemos que uma funcdao f(z) € inteira se for analitica em todo C
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Corollary 5.10 (Teorema de Liouville) Se f(z) € uma fun¢ao inteira limitada, entdo

f(2) € constante.

Proof: Seja R > 0 arbitrdrio, e seja M > 0 tal que |f(z)] < M, Vz € C. Assim f(z)
¢ analitica em Bg(z) e limitada por M sendo que M ndao depende de R e z. Entdo pela

estimativa de Cauchy temos que

| =

()] =

Tomando limite quando R — oo tem-se que f'(z) =0, Vz € C portanto f(z) é constante.
O

Exemplo Teorema Fundamental da /flgebm: Todo polinomio de grau maior ou 1gual

que 1 possut uma raiz.

De fato, seja p(z) um polindmio de grau n > 1, isto €, p(z) = a,2" + -+ + ag com
a, # 0. Suponhamos que p(z) nao se anula em nenhum ponto, entio a fungio f(z) =
1/p(2) € uma fungdo inteira. Alem disso,
1 1 1
-~ p(2) —z_”.an—i-a"z—’l—i-"--l-a—o

ZTL

de onde seque que lim f(z) = 0, logo € = 1 existe R > 0 tal que |f(z)| < 1 para todo
|z| > R. Desde que f(z) € analitica é continua e portanto é limitada em Bgr(0), isto é
existe M > 0 tal que |f(2)] < M para todo |z| < R, por tanto f(z) € limitada. Pelo

s

teorema de Liouville f(z) é constante, isto é
1 1
—— =c (constante), VzeC = pkz)—-=0, VzeC
15 = ¢ (eonstante) () -

logo todos os coeficientes de p(z) — 1/c¢ sao nulos, em particular a, = 0.

Theorem 5.11 (Mdédulo Mdximo) Se f(z) for analitica e ndo constante num aberto

e conexo ) entao nao existe zg € 2 tal que |f(2)] < |f(20)], Vz € Q.

Proof: Suponhamos que existe zy € Q) tal que |f(2)| < |f(z0)|, Vz € Q. Seja R > 0 tal
que Br(20) C Q e seja 0 <r < R entdo

e f(w)
F)| = Egéwww_%dﬂ

1 2

o /. f(zo+re™)e” dt’
1 2m

o /. |f (20 + re')| dt
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logo

1 2T 4
o [ Gl =t ety e <0
T Jy N @ !

>0

assim | f(2)| = |f(20)|, V2 € Br(20). O

Exercicios:

1
1. Calcule a integral das fungoes f(z) = eg(z) = — 7 @0 longo de cada uma
Z J—

2241
das sequintes circunferéncias no sentido antihordrio

(a) |z—1i|=1, (b)|z4+1i=1/2, (¢)|z|=1/2, () |z+1]=1, (e)|z|]=2.

2. Seja C o circunferéncia unitdria centrada na origem. Calcule a integral da funcao
complezxa f(z) ao longo de C no sentido antihordrio onde f(z) é uma das sequintes
funcoes

2

1 z—1 24— 1 e?
; (d) 7% (e)

cos(z)
) -
2242242 ()zg—l—z—Z7 (c) 2241

22422

(a)
3. Usando o teorema de Cauchy para dominios multiplemente conexos mostre que

(a)é%:%i; <b>/c(z_g—z_z)n:0

onde C € a fronteira do retangulo 0 < x < 3, 0 < y < 2. orientado no sentido

antihorario.

4. Mostre que

(a) / 2 dz=—1; (b) / cos(mz) dz = 2 ()
0 2 n
: . z—1 : L :
5. calcule a integral da funcdao f(z) = 1 ao longo das circunferéncias no sentido
z

antihordrio

(a) |z+1]=1, () |z—1i/2|=1, (¢)]|z+1i|=1/2004.

6. Seja C a fronteira do quadrado, cujos lados estio sobre as retas x = +2, y = +2,

ortentada no sentido antihordrio. Dé o valor de cada uma das sequintes integrais

(a) /C sz) 4. () /C cosh(=) 1o (o) /c _ % i (o] > VB)

22492 7 z 23 + az?
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7. Dé o valor da integral da fun¢do compleza f(z) ao longo da curva fechada |z —i| = 2
no sentido antihordrio.

1 1 z2+4 23
(a) i (0) R (c) Z_107 (d) Ber 1)

9 orientado de @ = — a 0 = 7, e k uma constante

8. Seja C o circulo unitdrio z = ¢
real qualquer, mostre primeiro que

ekz

— dz = 2mi;
c <

e a sequir, escreva a integral em termos de 0 para deduzir a formula

/ e?es0) cos(ksin(f)) dz = 7
0

9. Seja f(z) = u(x,y) + w(x,y) analitica num aberto conexo limitado Q e continua
em Q. Mostre que a funcdo harmoénica u(z,y) assume seu valor mdrimo e minimo

na fronteira de ) e nunca num ponto interior a menos que seja constante. Dica:
Considere F(z) = ef?),

10. Seja f(2) = u(z,y) + iv(z,y) uma funcdo inteira. Mostre que a fungdo harmoénica
u(z,y) € necessdriamente uma constante, se a mesma admite um majorante ug, isto
é, u(z,y) < ug, ¥(z,y) € R

6 Séries de Poténcias

Uma série de poténcias centradas em zg € uma série de funcoes da forma

o0

S(z) = Zan(z’— 20)" = ag + a1(z — 2) + ag(z — 2)* + - - -

onde a, € uma seqiencia de numeros compleros. Estamos interesados em determinar os
valores z € C onde esta série converge. Por exemplo se tomamos z = 2y a série toma o

valor S(zy) = ag, isto € a serie converge em zy.

Exemplo Se z =0 ea, =1, Vn € Z{ defrontamos com a série geométrica S(z) =

E 2", a qual foi visto anteriormente que € convergente para |z| < 1, mas ainda

n=0

S(z) = 11— V|z| < 1.



1 [e.e]
Theorem 6.1 Suponhamos que lim {/|a,| = I entdo a série S(z) = Zan(z —20)"
n—oo
n=0
converge absolutamente para todo z tal que |z — zg| < R e diverge para todo z tal que

|z—20| > R. Além disso a série converge uniformemente em subconjuntos B,.(zo) qualquer

que seja 0 < r < R.

Proof: Usando o teste da raiz a série deve convergir absolutamente nos pontos z onde

lim {/|an(z — 20)"| < 1

n—oo

< lim {/|a,| -]z — 2 < 1
n—oo
1

= = |Z — Zo| <1
R
& |z — 2| < R.
Os pontos onde a série diverge, sequndo o teste da raiz, sio aqueles onde im {/|a,(z — zo)"| >
n—oo
1, isto €, onde |z — z9| > R. Para provar a convergéncia uniforme, usaremos o teste de

: : : 1 :
Weierstrass. Sejam r < ro < R, como lim {/|a,| = = tem-se que {/|a,| < % a partir
n—oo

den >ng €N, assim se z € B,(zy) temos que, para n > no,

anle = 0" = (VRalz = 2" = (£

oo n
r
dado que (r/19) < 1 a série numérica Z (—) converge, portanto pelo teste de Weier-

n=ng "o
oo
strass a série S(z) = Z an(z — 20)" converge uniformemente em B,(2). O
n=0

Obs: O numero positivo R do teorema anterior é chamado de raio de convergéncia da
série, e o teorema anterior garante que o maior conjunto entre os conjuntos abertos onde
a série converge € Br(zo) (circulo de convergéncia da série). Nos pontos da circunferéncia
|z — 20| = R nao podemos garantir convergéncia ou divergéncia, pode acontecer que uma
parte seja convergente e outra nao. Uma outra forma de determinar o raio de convergéncia

¢ atravez do limite

l = lim |an+1|

R n—oo |a,|

L (n+ 1)
Exemplo A série E (2+—)(Z +14)" tem raio de convergéncia
nnn
n=0
1
TR B
n—o0 n
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portanto a série converge para todo z € By(—1).
Exemplo A série Z e (z — 3)" tem raio de convergéncia
n=0

1
R=——=00,
lim e

n—oo

portanto a série converge para todo z € C.

Theorem 6.2 Toda série de poténcias

oo
g an(z — 20)"

n=0

¢ uma fungdo analitica no seu circulo de convergéncia |z—z| < R e sua derivada € a série

cujos termos sao as derivadas dos termos de S(z) tendo o mesmo raio de convergéncia.

Proof: A série

= Znan(z —2)" = Z(n + Dapi1(z — 20)"
n=1 n=0
tem raio de convergéncia R dado por
1 1
7 lim {/|(n+ Dayy| = im Vn+13/|ap| =1 =

entio R = R. Como as somas parciais da série S(z) e as respectivas derivadas destas so-
mas finitas (somas parciais de S(z)) convergem uniformemente em B,.(z) para qualquer

r < R temos que S'(z) = S(z) para todo z € B,(z), dada a arbitrariedade de r entio a

igualdade anterior é vdlida para todo z € Br(z). O
o0
Exemplo A série Z 2" € analitica no seu circulo de convergéncia By(0), alem disso
n=0

vimos que converge para S(z) = 1/(1 — z), logo

S'(z) = “a—ap an

Este exemplo nos fornece uma forma de calcular o valor de uma série derivada.

Exercicios:
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1 oo
= Zz" para |z| < 1 Mostre que
— 2

1. A partir da série geométrica ]

o0

(a) % => (-1)"z—1)" para |z — 1| < 1

n=0

Z )"2" para |z < 1
1+z —

1 n
(c) =S = ;(njt 1)z" para |z| < 1

(e o]

1 n
(d) o Zo(n—l— D(z+1)" para |z+ 1] < 1

1 & on—l
(e) — = E s para 0 < |z| < 4
n=0

4z

2. Determine o circulo de convergéncia das sequintes séries

n_n, - 2n n o
Q) a6 Y e Za (@) > 22)
n=0 n=0 n=0 n=0
3. Seja 0 # a € C Verifique o raio de convergéncia R das sequintes séries de poténcias
oo o0
2
) Za"z” , R=1; (¢ Zz"!, R=1.

n=0 n=0

4. Mostre que o raio de convergéncia da série de poténcias

00
§ n n+1

n=0

¢ 1 e estude a convergéncia nos pontos z =1, —1,1.

5. Sejar < 1. Usando o M-teste de Weierstrass mostre que as sequintes séries con-

vergem uniformemente em |z| <7

. ncos(3n) n? — 3sin(n) ,, ,
n. b n
@ > s, " ”; 02 +7

n=1

Theorem 6.3 (Série de Taylor) Se f(z) é analitica em 2 e B,(2) C Q entio f(2)

pode ser representada como uma série de poténcias no conjunto B,.(z), isto €,
(o ¢]
n
= E an(z —20)", Vz € B(z).
n=0

20



Mais ainda, os coeficientes da série sao calculados pela formula

1
o - - _ S
270 J s, (2) (W0 — 20)" T

onde a circunferéncia S,.(z) = {z € C: |z — 29| = r} € percorrida no sentido antihordrio.

Seja z um ponto do interior da circunferéncia S,(zg), isto €, z € B,(z). Da

Proof:
formula integral de Cauchy, tem-se que
1
fz) = — DR, (6.10)
2M0 J g, (z0) W — 2

Agora observe que para qualquer w € Sg(zg) temos que

oo
1 1 1 1 Z < zZ— 20 >n
. - . _ z—z0 - -
w—z w—21 P w— 2y “= \W — 2

2=z | — |2zl ¢ eaticte -
= = <1 a qual € satisfeilo pois

w—2z0

A série anterior € convergente para os valores
z € B,(29). Usando esta expresio em (6.10) encontramos que

= 5 o :OOW—_ZZ;H (o) dv
Y=Y ==t
= Y[ g ] -

n=0

permuta entre somatoria e a integral. Raio de con-

Justificativa para a

vergéncia:
1 z—z)" 1 fw "
o e ] < o [ el
210 J s, (20) (W — 20) 27 Js, (z0) |0 — 20l
z— 2| \"
< [ sup |f(w)|] (=)
wESr(z0) r

O

assim, se |z — zg| < r pelo M-teste de Weierstrass, a série converge uniformemente

o1



Obs: Observe que os coeficientes da série podem ser encontrados usando as derivadas

de f(z) avaliadas no ponto zy da segquinte forma

f(z0) = ao,
(=) = a,
f'(%0) = 2as,
"(z0) = 3-2ay,

f(z0) = n(n—1)---3-2a,

isto € a, pode ser determinada pelas formula

" ~ ["(20)
L

Usando esta observacao temos uma outra alternativa para mostrar o Teorema 5.7, isto €,

Fz0) = 2 /S W)

27 (20) (w - Zg)nJrl

a formula:

Exemplo Representemos cosh(z) como uma série de poténcias centradas na origem.

>, cosh™ (0
cosh(z) = Z COS—'()Z”
n!
n=0
_ i Cosh(zn)‘(O) oy i cosh(2”+1)(|0) o+l
—~  (2n)! (2n + 1)!
n=0 (2”)'

Exercicios:

1. Desenvolva as sequintes fungoes na sua série de taylor em torno de z =0

(a) f(z) =€ (b) f(z) =sin(z); (¢) f(2) =sinh(z); (d) f(z) =

2z
2241

2. Desenvolva as sequintes funcoes na sua série de taylor em torno de z
(a) f(z) =cos(z), zo=m/2; (b) f(2) =sinh(z), zo = mi.

3. Sejam a,b € C tal que a #b. Mostre que

1 = (z—b)"
E: Om, para |z—b\<]a—b[

n—
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7 Zeros de uma funcao analitica

Definition 7.1 Dizemos que uma f(z) analitica em Q tem um zero em a € Q se f(a) =
0. Neste caso dizemos que a é um ponto de zero de multiplicidade m € N se existe g(z)
analitica em § tal que f(z) = (z —a)"g(z) onde g(a) # 0

Remark Quando nao existe m € N dizemos que a multiplicidade de a é infinita. Por
exemplo uma funcgao identicamente nula tem multiplicidade nula em qualquer ponto. Serd

mostrado posteriormente que a unica funcdo analitica que tem zeros com multiplicidade

infinita € a funcao nula.

Theorem 7.2 (prolongac¢ao analitica) Seja f(z) analitica num aberto e conexo €.

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) f(2) =0;
(ii) Eziste zy € Q tal que f™(z) =0, Vn € ZJ;

(ii)) Z ={z € Q: f(z) =0} tem um ponto de acumula¢io em Q.

Proof: E obvio que (a) = (b) e (a) = (c).

(c) = (b): Seja zp € Q um ponto de acumulag¢io de Z, logo pela continuidade de f(z)
temos que f(z9) = 0. Mostraremos que zy € o ponto que satisfaz (ii). Procedamos
pelo absurdo; suponhamos que existe ng > 1 tal que f™(z) = 0, para n = 0,--- ,ng
e f(0)(2) # 0. como f(z) pode ser expressada como wma série de poténcias en torno de

Zo temos que

() (4,
IO T S A OV

n!

n=ng

00 f(n0+n) (Zo)

= (z=z0)" (ng +n)!

(z — 2z)"
n=0

= (2= 20)"9(2)

para todo z € Br(zy) para algum R > 0. Note que a fungio g(z) é analitica em Br(zp)

(nO) 2
e satisfaz g(z9) = f—(‘o) # 0, logo por continuidade temos que g(z) # 0 para todo
No

z € By.(20) para algum 0 < r < R. Por zy ser ponto de acumulacao de Z existe z, €

B(z0) — {20} tal que 0 = f(2,) = (2 — 20)™g(z,) dai seque que g(z,) = 0. (=<).
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(b) = (a): como

£ (2,
flz) = Zf ( )(z—zo)”, Vz € Br(z)

entiao f(z) =0 em Bg(z). seja z € Q, como w € conexo, z e zy podem ser unidos por
uma poligonal de vertices zy, 21, . .., 2y, = 2 cujas distancias entre vertices sao pequenas de
tal forma que zp estd dentro da bola de convergéncia da série da funcdao en torno de zp_1.
Como 2z, € Br(z) entio f™(z) = 0 para todo n € Z, sequindo o mesmo raciocinio
obtemos o mesmo para zs, ...z, = z, isto € f(z) = 0. Como z € Q foi tomado arbitrdrio

temos que f(z) =0 em €. O

Corollary 7.3 (Unicidade da prolongacao analitica) Sejam f(z), g(z) analiticas
num aberto e conexo ). Se ambas funcgoes conincidem em w C €2 e w tem um ponto de

acumulagcao em 2 entao necessariamente as funcoes coincidem em )

Corollary 7.4 O conjunto de pontos de zero de uma funcao analitica f(z) nao identi-
camente nula definida num aberto e conexo ) € discreto. Além disso, a multiplicidade do

ponto de zero zy € finita, isto é, existe m € N e uma funcdao analitica g(z) em Q, tal que
f(z) = (2= 20)"g(2) com g(z0) # 0.

Proof: Seja m € N o menor inteiro positivo tal que f™(z) # 0, logo f™(z) = 0 para

n=20,1,...,m— 1. Definimos
g(Z) — (Z{(ZZO))m s€ z 7é ZO;
—f<mrl(f°) se z=2z.
Evidentemente g(z) € analitica em Q — {zy}. Existe ¢'(z0)? O

exercicio: Usando a representag¢io em série de f(z) em torno de zy mostre que

f(m—i—l) (ZO)

g'(z0) = (m+1)!

Exercicios:

1. Seja f(z) analitica em zy. Mostre que zy € um ponto de zero de ordem ng da fun¢ao

f(2) se e somente se
flzo) = f'(z0) = - = f7 V(%) =0, e f"(2)#0
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2. Usando o teorema da prolongacao analitica mostre as sequintes propriedades

et = e*e®  sin(z + z9) = sin(z) cos(zp) + sin(zg) cos(z)

3. Seja Q0 um aberto e conexo. f(z) e g(z) sdo fungoes analiticas em 0 tal que
f(2)g(z) =0, Vz € Q, mostre que f =0 ou g = 0.

4. Seja Q um aberto e conexo. Mostre que que a funcao analitica f(z) em Q € um
polinomio de ordem menor ou igual que m se e somente se existe zg € € tal que

f™(z) = 0, para todo n > m.

5. Seja f(z) uma fungdo inteira tal que |f(z)| < M|z|™, V|z| > R para algum M >0

e R > 0. Mostre que f(z) é um polinomio de ordem menor ou igual a m.

8 Singularidades

Definition 8.1 Dizemos que uma func¢ao complexa f(z) tem uma sigularidade isolada
em zo se ela ndao for andlitica em zy (ou nao estd definida nesse ponto) sendo que €
andlitica em B,.(zo) — {20} para algum r > 0. Neste caso a singularidade serd do sequinte

tipo:

1. Removivel: Se eziste g(z) andlitica em B,(z) tal que f(z) = g(z) para todo

z € By(29) — {20} para algum ¢ > 0;

2. Pélo: se lim |f(z)] = oo;

z—20

3. Singularidade essencial: Se nao for removivel nem pdlo.

Obs: Se zy e uma singularidade removivel de f(z) entao existe lim f(z) € C

z—20

Exemplo

sin(z)

1 f(z) =

Vejamos porqué: como sin(0) = 0 existe m € N e uma fungao analitica em C tal

sin(z) _ melg(z), Vz # 0 sendo zm_lg(z) é

definida para todo z # 0 tem uma singularidade removivel em z = 0.

que sin(z) = z™g(z), assim f(z) =

analitica em todo C.

2 f(z) =

o tem um polo em z =1, pois

lim | f(2)] = lim

=iz —dllz+i
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3. f(z) = e'* tem wma singularidade essencial em z = 0. Para isto vejamos que ndo

existe L € R ou L = oo tal que lir%|f(z)| =L

lim e/ =et™® = 400, lim e =e">® =0
z—0 z—0
z € Rt z € R™

ondeRY ={z=z+iy:2>0, y=0} e R-={z=x+iy:2<0, y=0}

Theorem 8.2 f(z) tem uma singularidade removivel em z = zy se e somente se lim (z—
Z—20
20)f(z) =0

Proof: (=): como tem uma singularidade removivel em z = zy, tem-se f(z) = g(z)

para todo z € B,(z) — {z0} com g(z) andlitica em z.

lim (z — 29) f(2) = lim (2 — 20)g(2) =0 g(20) =0

220 2=z
(< ): Definimos h(z) = (z — z0) f(2) para z € B,(20) — {20} € h(z0) = 0. Se mostrarmos
que h(z) é analitica em zy pelo fato de se anular em zy teremos que h(z) = (z — z0)g(2)
onde g(z) € analitica em zy desta forma f(z) = g(z) para todo z € B.(z9) — {z0} 0 que
mostraria que zo € uma singularidade removivel de f(z). Entdo mostremos que h(z) €

analitica em zy, para isso, faremos uso do teorema de Morera, isto € mostraremos que

/ h(z)dz=0 (8.11)

para todo curva triangular T inscrita em B,.(z). Denotemos com A o interior do triangulo

entao, temos 4 posibilidades
1. 2 € AUT
2. zy € um vértice de T
8. zp €T € nao € vértice de T
4. zg € A

Mostremos que (8.11) no sequndo caso: Seja L o perimetro de T como h(zp) = 0 para
cada € > O existe § > 0 tal que |h(2)| < €/L para todo z € Bs(zy) Sejam a,b pontos de

cada um dos lados do triangulo T adjacentes ao vértice zy de tal forma que a,b € Bs(z)

/T h(z) dz /T ) e

a

entao

< / h(z)] |dz] < €

ab
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onde Ty, € o triangulo de vértices zy, a, b. Por € ser arbitrario tem-se (8.11).

|

Theorem 8.3 Seja zy € Q) onde §2 € aberto e conezo e seja f(z) analitica en Q@ — {z}.

Entao, f(z) tem um pdlo em z = zy € Q se e somente se existe m € N e uma fungao

9(2) — para todo z € Q — {2} com g(z) # 0

(z — z0)

analitica g(z) em Q tal que f(z) =

Proof: (=): Como f(z) possui um polo em z = zy entao 1/f(z) definida em Bgr(z)

possui uma singualaridade removivel em zy logo existe uma fun¢ao analitica em Bg(zo),

1

hi(z), tal que 7 = hi(2), Yz € Bgr(z9) —{20}. Verifica-se também que hy(zy) = 0
1

logo eziste m € N e uma fung¢io analitica he(z) em Bgr(zy) tal que 7@ = h(z) =
z

(z — 20)™ha(2), Yz € Br(z9) — {20} com ha(20) # 0. Da continuidade de hy(z) tem-se
1/h

que ha(2) # 0 em B(z9) para algum € > 0 pequeno. Assim f(z) = %, Vz €
2 — zp)™

Be(20) — {20} com 1/hs(2) analitica em B(zp). Ahora definimos

() = { 1/ho(2) se z € Be(z)
g f(2)(z—2)™ se z# 2
Claramente a funcao g(z) € analitica em €.
(<): Obuio. O

Definition 8.4 O m satisfazendo o teorema anterior € chamada a ordem do polo z = z

Exercicios:

1. Determine os pontos de singularidade isolada das sequintes fungoes especificando a

natureza de cada uma delas. Justifigue sua resposta.

@ 1) = == ) ()= () 1) = zsin(1/2);
22 -1 2241
@ F() =" F @) f6) =501 (0) £(2) = cosh(1/2)

2. Demonstre que zy é um polo de ordem m de f(z) se e somente se zy € for um ponto
de zero de ordem m de 1/f(z).
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9 Séries de Laurent

Se f(z) tem um pdlo de ordem m em zy, entdo f(z) = (QL)) para todo z € Br(z) —
2z — zZg)™
. 9" (20) n
{z0} com g(z) analitica em Bg(zy) com g(zy) # 0. Como g(z) = Z n' (z — 20)",
n=0 ’
podemos escrever f(z) da forma
o) = 9(%0)/0! 9'(20)/1! - g (z)/(m — 1)!
(z—2z0)™ (22— z9)™! (z — 20)
(m) (m+1)
9" (=) g (20) _
* m! (m+1)! @)+
a qual pode ser escrito da forma
) = am(z—20)" +amua(z—20)" "+ aa(z—2)"!

Parte ;,mgular
+ag +ai(z—2) +- >

Parte reqular

o0

= Z an(z — z)"

Definition 9.1 Dizemos que a série
> fal2) (9.12)

converge em A C C se as séries

D faz) Y fal2) (9.13)

convergem em A C C. Dizemos que a serie (9.12)converge absolutamente (ou unifor-

mente) se as séries (9.13) convergem absolutamente (ou uniformente).

Theorem 9.2 (Série de Laurent) Sejam 0 <r < R. Se f(z) é analitica em A(zy, 7, R) =
{z€C:r<|z—2| < R}. Entio

o0

F = S an(emzg) = g 20

(z—20)%  (2—20)

n=—oo

+a0—|—&1(2’—2’0) —|—a2(z—z0)2—|—--- 5
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para todo z € A(zp,r, R), onde a convergéncia € absoluta e uniforme em A(zy,, 3) com

r<a<p@<R. Alem disso,

:L ﬂdw Vn € Z,

a -
" o Sro(20) (w — zo)t!

onder <rg< R.

Obsl: A série de Laurent € uma extensao da série de Taylor ao conjunto de funcgoes

com singularidades issoladas. Para verificar isto assumamos que f(z) € analitica em

Br(0), neste logo _ B comn < —1 também € analitica em B,(0), assim

(Z — ZO)nJrl

1
Qp = - f(—w)n_i_ldw:(), \V/TLS—l
270 J g, (z9) (W — 20)
portanto
f(z)= Zanz—zo Z%Z—Zo
n=—00 n=0

Obs2: Observe que a formula para o cdlculo dos coeficientes a,, pode ser complicado,
mas jd que a série de Laurent em torno de um ponto fixado € unica, podemos determinar

tais coeficientes usando séries ja conhecidas, como veremos nos sequintes exemplos

Exemplo Sabemos que cos(z) é uma func¢ao analitica em B,.(0), logo pode ser ez-

presada pela sua série de Taylor a qual coincide com sua série de Laurent em torno de

0.

COS

oo
= 5 an2"

n=0 n=-—oo

da qual concluimos que

Yn>0, agmi1=0 Yn>0, e a,=0 Vn<O.

Exemplo Sabemos que sin(z)/(2*) ndo é uma funcio analitica em zo = 0, mas

SiD(Z) o 1 - (_1)n o2n+1 - (_1>n 2n—1 - n
22 22 0(2n+1)!z _Z(Zn—i-l)!z B Z In*

n= n= n=—00
da qual concluimos que

(=n"
(2n +1)! -

Aop—1 =



1/z

Exemplo Sabemos que e'/* nao é uma funcao analitica em zy = 0, mas

1/z_oo(1/z)n_ooifn_ - n
D S RV ST
n=0 n=0 n=—oo
da qual concluimos que
1
a_nzﬁ Yn>0, a,=0 VYn>0
Corollary 9.3 Se z = zy € uma singularidade isolada de f(z) e f(z) = Z an (2 —20)"

¢ sua série de Laurent em A(zp,0, R). Entao

1. z = zy € uma singularidade removivel de f(z) se e somente se a, =0, Vn < —1

2. z = zy € um pdlo de ordem m de f(z) se e somente se a_,, # 0 e a, =0, Vn <

—(m+1)

3. z = zy € uma singularidade essencial de f(z) se e somente se a, # 0, para infinitos

enteros neqgativos

Proof:

1. Obwvio

2. (=): Ja foi mostrado
(<): Sea_y, #0 ea, =0, ¥n < —(m + 1) entdo

flz) = Z an(z — 29)"

n=—m
o0

= Un—m(2 — 20)
n=0

= E a,an—Z()
Z—ZO

gE;)

n—m

como g(z) € analitica em Bgr(zy) concluimos que f(z) tem um polo de ordem m em

20-
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3. (=): Seja zp é uma singularidade essencial e suponhamos que nao existe inftinitos
a, # 0 com indices negativos entao zy € um polo ou uma singularidade removivel
(=<)

(«<): Suponhamos que hd um niamero infinito de termos a,, # 0 con indices negativos
e sumamos que zg nao € uma singularidade esencial, entao deve ser removivel ou

polo, por tanto o nimero de termos a, # 0 con indices negativos € finito (=<)

|

Exemplos:
. sin(z — 1) _ , ) _
1. A fungio f(z) = — 1 tem uma sigularidade removivel em z = 1, pois
Z —
1 0 (2 o 1)2n+1 o0 (Z _ 1)271
flz) = Z o |
z—14 (2n+1)! 4 (2n+1)!
2. 7 = t lo de ordem 2 =—i '
a fungao f(z) TENE em um polo de ordem 2 em z i, pois
el = (240"
1) = (2 +1)? Z n!

I
=)

n

3. a funcio f(z) = 2% cos(1/z) tem uma singularidade esencial em z = 0, pois
Z 1/2 ) Z 1/(2n)!
Loy
Exercicios

1. Determine a série de Laurent das sequinte funcoes em torno de cada uma de suas
singularidades. Especifique qual o tipo de singularidade

(@) f(z) = ST 4 fe) = 2sin(1/2), (0) F() =

z 23 — 227
10 Residuos

Seja zy € uma singularidade isolada de f(z) e consideremos a sua série de Laurent em

torno de zy



Definition 10.1 O coeficiente a_y € chamado de residuo de f(z) em zy a qual serd
denotada por

Resf(z) :=a_,

z2=2z0
observagao: Da formula dos coeficientes na série da Laurent temos que

Resf(z) = —— / RCL

zZ=20 27TZ
Exemplo: A fun¢do f(z) = 2°sin(1/2) tem uma singularidade isolada em 0. Deter-
minemos o residuo desta funcao em 0. Representando a func¢ao na sua série de Laurent,

temos

_ o o (=
f(z) = 2*sin(1/z) = Z n T 1)l T
(=D
2 -1+1)
Exemplo: A funcio f(z) = cos(1/(z — 1)) tem uma singularidade isolada em 1.

de onde conluimos que Resf( )=

Determinemos o residuo desta funcao em i. Representando a funcdo na sua série de

Laurent, temos

_ 1 .
16 =eostte -y = S
de onde conluimos que Resf(z) = 0.
Theorem 10.2 (Residuo de polo simples) Seja f(z) = Z% onde p(z) e q(z) sao
q(z
analiticas em zy com p(zo) # 0 e q(z) tem um zero simples em zy, entdo
p(20)
Resf(z) =
Z:Z()f( ) q/(zo)

Proof: Como zy é um zero simples de q(z) entdo q(z) = (z — 20)g9(z) com g(z0) =
¢ (z0) # 0, entdo

R S 1CO)
/) z—209(2)
) (2,
h z—lzozh n(' )(z—zo)"



2)

=

onde h(z) = —=. Dai seque que
9(2)
p(z0)  p(z0)
Resf(z) = h(zy) = =
z2=z0 ( ) ( 0> g(Zo) q/(ZO)
O
2 +1
exemplo A funcgao f(z) = 1 tem singularidades em +i e se encaixa no teorema
z
anterior, portanto
P4+l 11— (=) +1 1+
R pu— = R o —_—
fesl(2) = =; 7 Rl =5 2
exemplo A funcao f(z) = — B tem singularidades em +nm e se encaiza no teorema
sin(z
anterior, portanto
enﬂ'
R = = (—=1)""", VneZ.
Res 1) = sy = SV W
Theorem 10.3 (Residuo de polo de qualquer ordem) Seja f(z) = ( g(z)) onde
zZ — 20
g(z) € uma fungdo analitica em zy com g(zy) # 0, entao
(m—1)
g (20)
R ==——
Resl2) = "=,
. _ - g(n)(zo) n
Proof: Desde que g(z) = Z (z — 29)" temos que
~ n!
20)/0! m=1(25)/(m — 1)! M) (2, (mH1) (2,
PR VL Y i OV TtV S CORNY il O RO
(z — z9)™ (z — 20) m! (m+1)!

1

Exemplo Determinemos os residuos da funcio f(z) = ———5—
2342022 — 2

nos seus pomtos

1
de singularidade. A fun¢do pode ser expresada da sequinte forma f(z) = ﬁ, logo,
2(z+1
podemos verificar que tem um polo de ordem 1 em z = 0 e um polo de ordem 2 em z = —1.
Portanto,
1/(z+i)?  g(2) 1 2
fRl=—"——=7-9 = Befla)=5u0)=1/"=-1
1/z h(z) 1, . .
= = = R = —h'(—i)=—-1/(—1)?=1
1= e = Grap fiegf(2) = ' (=0) = =1/(=9)
Exercicios:
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1. Determine a natureza dos pontos de singularidade das sequintes funcgoes e calcule

seus respectivos residuos

@B ) ), @
(@) zeos(1/2), () == (f) sinh(1/=%),
z cos(z) csc(z) '

(9) (h)

(224 1)2 zsin(z)’ (9) 22

Theorem 10.4 (Teorema dos Residuos) Seja f(z) analitica num aberto e conexo
exceto nas singularidades isoladas zy,...,z, € Q. Seja C uma curva fechada simples

contida em §) que envolve essas singularidades, entao

/f(z) dz = 2mi zm: Resf(2)
¢ 1k

sendo que a curva C € percorrida no sentido antihordrio.

Proof: No caso que C envolva somente uma singularidade z, de f(z) temos da féormula

dos coeficientes na sua série de Laurent, que
Resf(2) = ~ / f(z)d
esf(z) = — z) dz
z=z1 271 C

de onde seque que

z=z1

/f(z) dz = 2miResf(z)
c

Para o caso geral podemos usar o teorema de Cauchy para dominios multiplemente conexos,
1sto €, para cada k = 1,...,m, seja Cy curva simple fechada que envolvem somente a sin-

gularidade z, sendo que essa curvas estao no intertor de C. Entao

/Cf(z) dz = Z ; f(z) dz

= 27rz'§ Resf(z)
Z=Z
k=1

Exemplo Seja C a circunferéncia de raio 3/2 centrada na origem, determinemos a
1

Z+ 1)z —2)

integral da funcao f(z) = ao longo dessa curva no sentido antihordrio.
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Esta funcao tem singularidades issoladas nos pontos £i e 2, porém somente os pontos +i

estao no interior de C, portanto

/c £(2) dz = 2mi (]jfff(z) + Res f(z)) |

Calculando os residuos temos

1 —142: 1 —1—-2
R = = R = =
Rest G = =~ 10 0 - ooy 0
portanto,
2m1
f(z) dz = 5
c
Exercicios:

1. Calcule as integrais

o [ O [som

ao longo dos circulos (a) |z| = 2; (b) |24 2| = 3, percorridos no sentido antihordrio.

2. Calcule as integrais de cada uma das sequintes fungoes ao longo do circulo unitdrio

com centro na origem, percorrida no sentido antihordrio.

(a) z272e7%,  (b) ze¥*,  (c) 2 %sin(2)(e* —1).

3. Calcule a integral das sequintes fungoes ao longo dos lados do triangulo de vértices

—2, —2i, 1+ percorrida no sentido antihordrio.

322 1 &) cosh(1/s (cos(z) — 1)?
@ e O © bz, @ S

22

4. Sejam f(z) uma fun¢ao analitica num aberto e conexo Q2 C C e zy o inico ponto de

zero de f(z), sendo este de ordem m. Se C € um curva simples fechada que envolve

AT

sendo que a curva € percorrida em sentido antihordrio. O quociente f'/f € conhecido

2o. Mostre que

como derivada logaritmica de f; ele é a derivada de In(f).
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11 Calculo de Integrais reais

O teorema dos residuos € uma ferramenta poderosa que nos ajudara a calcular integrais

de algumas funcoes retas complicadas de uma forma muito simples.

11.1 Integrais definidas de funcoes trigonométricas

O teorema dos residuos é util no cdlculo de integrais definidas do tipo

/ " P(sin(0), cos(8)) 0 (11.14)

onde F' € uma funcgdo de sin() e cos(f). Se consideramos 6 como sendo o argumento de

2 sobre o circulo unitdrio z = €, podemos escrever

z— 271 24271

sin(f) = 5 cos(0) = 5 dz = izdf

Desta forma a a integral (11.14) torna-se

1 _ -1 -1
/ —F(Z z 7z—%—z ) dz
|

Je 02 2 2

que € uma integral de uma funcdo complexa ao logo do circulo unitdrio, o qual pode ser

calculado pelo teorema do residuo. Para ilustrar esta afirmacdao calculemos o valor da

/7r df o1
o cos(f) —a’ “t

Note o intervalo de integragao € [0, 7], enquanto a nossa andlise foi para o intervalo [0, 27].

sequinte integral

Como Coseno € uma fungao periodica talvez hd alguma relacao entre as integrais dessa

funcao nesses intervalos. Vejamos: considerando a mudanca de varidveis 0 = 27w — o

/2” o /0 do B /’f do
. cos(@)—a ), cos(2m—0)—a J, cos(o)—a

de onde concluimos
/7T df B l/% df
o cos(@)—a 2J, cos(f)—a

27 d@
Portanto basta calcular / _
o cos(f)—a

0) 24271 22 —2az+1
cos(f) —a = —g="—"""
2 2z

temos

. Considerando z = € temos que
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Dai seque que

/2” db , / dz
o cos(f)—a szt 22— 2az + 1

O polinémio 2% —2az +1 tem como raizes z; = a—+va® — 1, z = a++Va? — 1, e verifica-
se que |z1| < 1 e |zo| > 1, portanto zy € o unico ponto de singularidade no interior da
circunferéncia da funcao

1 B 1
2—2az+1 (2—21)(z—2)

f(z) =
Pelo Teorema do Residuo temos que
m

(2) dz = 2miResf(z) = —

|2]=1 z=21 a?—1

/“ do o
o cos(f) —a aZ—1

11.2 Integrais improépias de funcoes racionais

Assim concluimos que

> g2 7r
Mostre que / de = ——.
0

41 2v/2

2

x
Dada que a fungao real f(x) = — 1 ¢ uma fungdo par, isto €, verifica f(—x) = f(x),

x
00 2

Vz € R, separando a integral / 4x+ 1 dxr no semieizo positivo e negativo e fazendo

o T

uma mudanca de varidveis temos que

© g2 * g2 © g2 1 [~ a?
dr =2 dr = dr = = T d
/_Oox4+1 v /0 A1 /0 A1 2/_oox4+1 .

basta mostrar que

© gz T
der = —
/_oo:c4+1 2

2
. . 4 . . .
Consideremos a fun¢io f(z) = e Esta funcdao tem como singularidades os pontos
z
i §3m T _
21 =¢€"1, zp=¢€"1, z3=¢€"'1, zy=¢€

- 37 . .
1. Seja R > 0, consideremos a curva fechada

simples C = Ir U Cg percorrida em sentido antihordrio, onde Ir = [—R,R] ¢ Cr ¢ a

semicircunferéncia superior de raio R. Considerando R sufientemente grande de tal forma

67



que todas as singularidades de f(z) situadas no plano superior estejam no interior de C,

neste caso somente as singularidades z, e zy, entao pelo teorema do Residuo temos que
f(z)dz+ [ f(2)dz=2mi (Resf(z) + Resf(z))
Ip Cr 2=z 2=2z9
i1sto €

/ f@ [ 1)z 2mi (Resf(z) + Resf(z))

z=2z1 z=z2

Agora tomaremos o limite quando R — co. FEvidentemente

I%LH;O/_Zf(x) iz — /_Zf(m) da

Agora calculemos lim f(z) dz. Parametrizando Cr por z(t) = Re" onde 0 <t <

R—oo Cr
temos que
R2 2t » ;
; f(z)dz| = '/ R4e4t zRetdt‘
R
< -
< ), e
Como
Rt — (=1)| > |R*" — |- 1|=R'-1 = ! <1
- |Riet +1] ~ Ri—1
temos que
™ R3
d < dt
CR f(Z) z — /0 R4 _ 1
< TR3
- R*—1
Dai seque que
lim f(z)dz=0
R—o0 Cr

Portanto

/Z f(z) dv = 2mi (ZRzesz(z) + Z]iesz(z))




Entao

Resf(z) = p) _ a1 = 1e’”/4 = L(1 — 1)

z=z1 q’(zl) 42ia 421 4 4\/§
analogamente
1 1
Resf(z) = —e ™™ = —_(—1—4
Resf(2) TN
Logo

[ s =omi (—5) =

Theorem 11.1 Seja f(z) uma fungao analitica no semiplano superior fechado Im(z) > 0
exeto nas singularidades zy, . .., zy, do semiplano superior aberto Im(z) > 0. Suponhamos
que existe uma constante K > 0 tal que |f(2)] < K/|z|P, Vz tal que Im(z) > 0 e |z| > Ry
para algum p > 1 e algum Ry grande tal que zy, ..., z, € Bgr,(0). Entdo

h f(x) dx—2mZZReZsf
. k

Proof: Consideremos a curva fechada simples C = I'gr U Cg percorrida em sentido anti-
hordrio, onde Igr = [—R, R] e Cg € a semicircunferéncia superior de raio R. Considerando
R sufientemente grande de tal forma que todas as singularidades de f(z) situadas no plano

superior estejam no interior de C, entao pelo teorema do Residuo temos que

Z=z

f(zydz+ [ f(2) dZ—QMZResf
Ir Cr
isto €
R
/f(x)dx:— f()dz+2mZResf
—R Cr

Agora tomaremos o limite quando R — oo. Evidentemente

}%Lrgo/_if(:v) w= [ ) da
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Agora calculemos ]%im f(2) dz. Usando a hipdtese sobre f(z) temos
—00 Cr

f(z) dz

= | (2)]|dz]
Cr

K
[ gl
cr 1217

K

= — [ l|dz|
RP Je,
Kr

Rl

Como p—1 > 0, seque que
lim f(z)dz=0

R—o0 CR

Portanto

0 F=%k

/_OO f(x) de = 27riz Resf(z).

Corollary 11.2 Sejam p(z) e q(x) sao polinémios reais de ordem n e m respectivamente

tal que q(x) # 0, YV € R. Se n+ 2 < m entdo

/_Z%da::%iiﬁii [%} .

onde z1, ..., 2y, sao todos os pontos de singularidade de p(z)/q(z) situadas no plano su-

perior Im(z) > 0.

11.3 Integrais improépias envolvendo fungoes trigonométricas

Queremos encontrar o valor da integral impropia

/ czs(m) e
0 xr +1

Como o integrando € uma funcdo par temos que

/°° cc;s(x) dle/oo cos(x) s
o 21 2 ) 2t +1




Desafortunadamente cos € uma funcao ilimitada nos complexos, pelo tanto ndo podemos

usar o argumento anterior. Mas, cos(x) = Re(e'™) assim temos que

* cos(x) e
dr = d
/_oox2—|—1 ! Re(/_o@ﬁﬂ x)

[e’e) i
(&

Assim tentaremos encontrar o valor de / dz usando o teorema dos Residuos.

2
oo TP

eiz
Consid 7} = .
onsideremos a fun¢do f(2) e

como singularidades os pontos z =i, —i. Se z = x +1iy temos que se Im(z) > 0 e |z| > Ry

Facilmente, encontramos que esta func¢ao tem

com Ry suficientemente grande, tem-se

le”| ey 1 2

f— pu— < < T .
£(2)] 2211 |2+ " 2P—1" |2

Usando o teorema anterior temos

/ f(z) dv = 2miResf(z) = 2mi - 26 ;=

™
e

de onde concluimos que

/ > cos(x) T
22 + 2e’
Mostremos que:

dr =
0 1
/ sin(x) dr =T
0 T 2

Observe que

Consideremos a funcao f(z) = — entdo para 0 < r < R temos que
z
—-r R
/ f(x) dx+/ f(z) dz + f(z)dz— [ f(2)dz=0
—R r Cr Cr
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f(z) dz

Cr

/7r f(Re™)iRe™ dt'
0

v
< / | eReit
—Jo

dt

Exercicios:

1. Seja a > 1. Calcule as sequintes integrais

O [ w0 s O ) wo-r

2. Seja a > 0. Calcule as sequintes integrais

o [ waee 0 [ Sete © [ See

sin() —a’ sin(f) — a’

3. Mostre que

w/2 o
/ " ., onde a>0.
0

sin?(0) +a  2\/a(a+ 1)

4. Seja v € R e 3>0. Mostre que

© dx T o° dx T o0
@ [ wiEmm O) wimpme © ) mmras

5. Sejam a, B > 0. Calcule

dz

6. Mostre que

o d
/ cos(az)dz _ l(l +ab)e™™, onde a,b> 0,
0

(22 +b2)2  4b3
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